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Hommage  de  respectueuse  reconnaissance. 


PKEFACE. 


Sous  la  dénomination  de  coordonnées  intrinsèques,  on 
entend,  depuis  quelques  dizaines  d'années,  les  systèmes  indé- 
pendants de  la  position  de  la  courbe  et  applicables  à  la 
discussion  de  tout  déplacement  ou  problème  cinématique. 

En  elTel.  les  admirables  travaux  de  Cesàro  et  de  Mannlieim 
ont  constitué  la  méthode  et  la  matière.  La  plupart  des  notes 
bibliographiques,  que  nous  aurions  à  ajouter,  se  trouvent 
dans  l'œuvre  de  M.  II.  Wieleitner.  De  même  nous  avons 
profité  des  recherches  de  notre  Thèse  comme  de  quelques 
articles  qui  paraîtront  encore. 

Nous  aurions  bien  aimé  aller  plus  avant,  mais  la  place 
mise  à  notre  disposition  étant  limitée,  cela  nous  était 
impossible. 

Puisse  ce  Volume  amener  le  lecteur  à  s'engager  dans 
cette  partie  si  intéressante  de  la  Géométrie! 

liiersladt,  février  i9i4- 

L    Bbaude 
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I. 

DÉVELOPPEMENTS  ET  METHODES. 


1.  Étude  historique.  —  L'inveniion  des  coordonnées 
cartésiennes  et  polaires  avait  rendu  assez  facile  lapplication 
du  calcul  à  l'élude  des  courbes.  Mais  on  reconnut  bientôt 
qu'elles  présentaient  aussi  des  désavantages.  Par  exemple,  la 
forme  de  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  rectilignes 
ou  polaires  dépend  trop  du  choix  des  éléments  de  référence, 
de  sorte  qu'il  est  parfois  difficile  d'identifier  deux  courbes. 
De  même  il  peut  arriver  qu'une  courbe,  dont  la  génération 
est  assez  simple,  donne  lieu  à  une  équation  fort  compliquée. 
C'est  pourquoi  on  a  cherché  des  représentations  qui  ne  dé- 
pendent que  de  la  forme  de  la  courbe. 

2.  Au  commencement  du  xix''  siècle,  le  philosophe  et 
mathématicien  K.-F.  Krause  a  publié  quelques  écrits  dans 
lesquels  il  détinit  une  courbe  plane  C  par  une  équation  delà 
forme 

(I)  f{s,^)  =  o- 

s  désigne  l'arc  de  C  mesuré  d'un  point  fixe  l\  de  C  au  point 
variable  P.  5  représente  l'inclinaison  de  la  tangente  en  P  sui- 
la  tangente  en  P^. 

En  i838,  A.  Peters  reprend  les  mêmes  coordonnées  s  et  9, 
qu'il  appelle  natiïrliclie  Koordinalen  (coordonnées  natu- 
relles; ro/r  AoLST,  loc.  cit.)  par  opposition  aux  coordonnées 
cartésiennes.  Mais  l'attention  des  géomètres  n'a  été  fixée  sur 
cette  représentation  des  courbes  qu'à  la  suite  des  travaux  de 
W.  Whewell.  Cet  auteur  a  discute  quebiues  courbes  spéciales 
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telles  que  la  cycloide,  l'astéroïde,  etc.  C'est  à  lui  (|u"oii  doit 
le  terme  intrinsèque  adopté  en  France  et  en  Italie  {coor- 
données intrinsèques,  geonietria  intrinseca,  elc). 

L'équation  (i)  fut  appliquée  par  C^asey,  Buderus  et  N'atani. 
Mais  c'est  seulement  dans  ces  derniers  temps  qu'elle  fut 
reprise  par  Koestiin  pour  l'étude  de  la  courbe  ;t  laquelle  il  a 
donné  le  nom  <i^arc7//rfe  de  la  courbe  (i).  Cette  ligne  est 
l'enveloppe  des  droites  représentées  par  l'équation 

(2)  X  coso  ~ y  s\n^ — .y  0050  =  0, 

^et  o   étant  liés  par  l'équation  (1). 

3.  Cette  équation  (1)  a  Tinconvénientde  dépendre  du  choix 
de  l'origine  de  l'arc,  de  sorte  que  les  variables  5  et  o  ne  sont 
déterminées  chacune  qu'à  une  constante  additive  près;  comme 

le  ravon  de  courbure  R  =  -^  est  indépendant   de  ces  cons- 

ds 

tantes,  on  a  pris,  comme  équation  intrinsèque  d'une  courbe, 

une  relation  de  la  forme 

(3)  /(R.  o)  =  o. 

Cette  représentation,  qui  se  prête  très  bien  à  la  discussion 
des  développées  successives,  des déicloppoïdes  et  des  courbes 
résultantes,  se  lenconlre  principalement  dans  l'œuvre  de 
l'abbé  Aousi.  La  courbe  représentée  par  l'équation  (3),  si  l'on 
regarde  R  et  cp  comme  des  coordonnées  polaires,  a  été  traitée 
d'abord  par  A.  Mannheim  et  ensuite  par  R.  Tucker,  (|ui  l'a 
appelée  la  radiale  de  la  courbe  primiti\e. 

ï.  De  nos  jours,  on  se  sert  généralement  de  l'équation 
inlrin^èfiue 

(4)  /(.v,  R)  =  „. 

Il  est  vrai  (|ue  L.  Luler  et  d'autres  géomètres  lavaient  déjà 
considérée.  Mais  c'est  le  géomètre  italien  E.  Cesàro  (pii  est 
le  vrai  fondateur  de  la  Géométrie  intrinsèque,  car  il  a  établi 
les  formules  nécessaires  pour  les  applications  et  dévt-loppéde 
nombreux  exemples.  Ses  recherches  a\  aient  d'abord  paru 
dans  le>  i\ou\elles  Annales  ei  dans  Malliesis  :  on  les  trou\e 
réunies  et  complétées  dans  st»n  magistral  ()u\r;tge  déjà 
indiqué. 
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Si  Ion  regarde  s  et  H  comme  des  coordonnées  carlésieniies 
rectangulaires,  Téqualion  (4  )  représente  nue  courbe  <|iii  a 
été  traitée  par  A.  Mannlieim  et  par  l'ahbé  Aoust;  K.  >\'iiH'(iiig 
rajipelle  courbe  de  Mannheini  de  la  courbe  primili\i'. 

5.  Comme  rénualioii  (4)  contient  une  constante  additive 
à  A".  Gergonne  a  recommandé  une  relation 

(î)  /(B,f)=o         „„         /(>.^J=o 

qui  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  et  qui  est  donc 
Ici]  nation  intrinsèque  proprement  dite. 

La  véritable  raison  de  l'application  des  coordonnées  intrin- 
sèques a  été  indi([uée  par  Sophus  Lie.  Ces  coordonnées 
doivent  être  invariantes  par  rapport  à  une  translation  et  une 
rotation  quelconque  dans  le  plan.  ElTectivement,  toutes 
les  intégrales  des  équations  diflerenlielles  (ô),  qui  sont 
de  la  forme  5— F(R)-i-c,  o  =r  F,  (H) -h  c,,  sont  toutes  iden- 
tiques; la  \ariation  de  c  ou  de  Cj  change  seulement  l'origine 
de  l'arc  ou  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 

6.  Une  courbe  peut  être  représentée  par  une  relation 
entre  la  distance/^  de  la  tangente  variable  T  à  un  point  fixe 
et  l'inclinaison  o  de  cette  tangente  sur  un  axe  fixe  O/.  ^)n 
peut  considérer  les  variables  p  et  o  comme  coordonnées 
intrinsèques  d'une  courbe  C  qui  est  l'enveloppe  de  la  suite 
des  droites 

(6)  .T  ces» -i-^  si  no — f(o)  =  o. 

L'équation  (6),  Rppe\ée  équation  //lagique par  llïevn,  a  été 
appliquée  par  P.  Ernst  pour  létude  de  quelques  courbes 
dérivées  et  par  L.  Braude,  pour  établir  des  relations  entre 
les  roulettes  et  les  podaires  des  courbes  associées. 

7.  On  peut  appeler  semi-intrinsèques  les  équations 

(7)  f(s.^)  =  o,        /(.SJ')  =  '> 

entre  la  longueur  de  l'arc  d'une  coui»be  et  l'abscisse  ou 
l'ordonnée  du  point  variable.  E.  Wolffing  a  appelé  les 
variables  (s,  j:)  et  {s,  y)  Bogenkoordinaten  (coi>rdonnées 
arcuïdales).  Ce  système  a  été  employé  par  Fleischer.  Turtolini 
et  Cantor. 
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L'é(jiiation  analogue 

(8)  /(s,  r)  =  o 

entre  Tare  et  le  ravon  \ecleura  été  considérée  par  Syl\  ester, 
qui  l'appelle  équation  arcoradiale,  Pirondini  et  Hraude. 
Telles  sont  les  fornnes  principales  d'équations  intrinsèques 
(lu'on  a  appliquées  dans  l'étude  des  courbes  planes  données 
ou  des  courbes  dérivées  ('). 

8.  Transformer  l'équation  cartésienne  (ow  polaire)  en 
équation  intrinsèque  ou  inversement.  —  Si  Ton  \eut 
t)bleiiir  rL'(|iiation  iiiliin?è{|iie  d'une  courbe  plane  C  à  l'aide 
de  l'équation  cartésienne  ou  j)olaire,  il  faut  chercher  les 
expressions  du  rayon  de  courbure  R,  de  l'arc  .v  et  de  l'angle 
de  contingence  o  de  la  tangente  (ou  de  la  normale)  en 
fonctions  d'un  paramètre,  qui  est,  par  exemple,  l'abscisse 
ou  l'angle  polaire  ;  par  élimination  de  ce  paramètre  entre  deux 
de  ces  équations,  on  a  l'éffiialion  intiinsèque. 

Inversement,  soit  donnée  l'équation  intrinsèque  de  C 

(9)  ^=/<R); 

pour   la    transformer  en    équation    cartésienne,    on    cheiche 
d'abord  l'angle  de  contingence  o  de  la  tangente  au  moyen  de 
la  formule 
^  r  ds        r  /"(R)  ,,, 


Suivant  les  équations  bien  connues 

dx  =  ds  coso,         dy  =  ds  sin  'j, 


(')  Quant  aux.  œuvres  meiilionnces  aux  ii"'  1-7,  voir:  K.  W  (Pi.KHN(i, 
Hiriclit  iiber  den  gegenwurtigen  Stainl  der  Lehre  von  den  natiirli- 
cheii  hoordinaten  {Eibliotlieca  inalliemalica,  sér.  .3,  t.  II,  igoi).  — 
Tiaduclion  allemande  des  publications  <lc  \>  .  Wiiewell  par  A.  Wai.TEIi, 
Jaltrcsberkht  1907  der  k.  A.  ersten  Staatsoberrealscliide  Graz, 
(  .\ulriche  ).  —  Thèse  de  M.  Koestlin,  L'eber  cine  Deutung  der  Glei- 
cliitng,  die  zwischen  deni  Hogen  einer  Kurve  itnd  dem  Neigitngs- 
wiiikil  der  Tangente  im  Endpunkte  des  Bogens  einer  Kur\e  besteht 
(Tiibingen,  1907).  —  Lie-Sciikfkkrs,  DiJ'erentia/gleichungen  mil 
bekannten  injinitesimalen  Trnnsformationen  (Leipzig,  1891).—  Pail 
KitNST,  Die  Aoust'sche  I{esultanlenkur%e  [Jahresbevicht  der  k.  k. 
Staalsuberrealschule  Mien,  \\ ,  1909).  —  L.  Buaude,  Ueber  Roll- 
und  Fusspunktlairven  {/(end.  Cire.  mat.  J'ai.,  t.  \\\1\,   1912). 
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on  a  la  représentation  para[nélri(|ue 

■ — ./•„=    /   cos'i</.v=    /    H  co«'j  </.p. 
—  »  0  —    /    sin  'j  </.v  =   I    W  si  11  '^  </,;, 

OÙ  l'on  considère  \  ou  j  comme  paramètre. 

Applications.  —  a.  L"é({iialion  intrinsètiue  la  plus  simple 
est 

(li)  ï\  =  as-^b. 

Par  un  choix  con\enable  de  l'origine  de  l'arc,  elle  a  la 
forme  R  i=  as.  On  en  déduit,  à  l'aide  des  équations  précé- 
dentes. 

=  =  /  —  =  -    /    -—  =  -  l..gR;         K  =  e"9. 

Nous  avons  choisi  la  ilireclioii  de  l'axe  Oj:  de  sorte 
que  H  =:  I  pouror=o.  D'après  (ii)  on  a 


(i3) 


«"'?  cosu  cl-^  =  (a  coso  —  sin  t;), 

')        r  ^"^ 

/   V  =    /    e"?  sin  o  f/c3  =  ( a  sin  '^  —  coso  i. 

{•^       J  ■      ■         1  -^  «-^  ' 


En  faisant  a  =  cot  a.  h  =  sin  a,  o  —  a  =  oj,  on  obtient 
a- = /ve'"»*  costo,         j' =  6e'"^  sin  lo 

comme  représentation  paramétrique  cartésienne.  L'équation 
polaire  est  donc 

(li)  r^be'"^: 

la  courbe  (12)  est  une  spirale  logarilhini(jue. 
b.   Soit  l'équation  intrinsèque 

(i5)  R  =  «  sin ^^7—, 


qui    représente    en     coordonnées     polaires    une    rhodonéc. 
On  iruuve  aisément 

X  =^  a  I  ces--  ces ^ —  t/i,  y  —  a  I  sin  ':;  cos ■ do, 

J  '  2/i-T-l       '  -^  J  2«  — 1       • 
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OU,   en   décomposant    les   prodails     de    fonclions    trigono- 
niétriques  en  sommes, 


■2( n -\- i)            .        -in 
sin  — ^ o  —  sin cp 


9.  /i  -i-  r 

■i(n  -h  i) 


2/J  -4-  I 


(h. 


En  intégrant  et  posant 


4  (  /*  -h  I  )  (  2  /J  -+-  I  j 


on  obtient 
(iG) 


l  a:  =  /■     — cosno)  —  cos(rt  -i-  i)a>, 

f  ^  =  /•     — —  sin  «lu  —  sin  (  /î  -h  i)a) 


Telles  sont  les  équations  paramétriques  d'une  épicycloïde. 
si  n  >>  o,  et  d'une  hypocycloïde^  si  n  <;  o. 

Si  n  ^=  o,  l'équation  (i5)  représente  en  coordonnées  polaires 
une  circonférence.  En  coordonnées  intrinsèques,  on  trouve: 

x=a   I   cos-çrf'i,  y  =  a  I  sinçp  cosï  (/o, 

d'où  l'on  déduit  la  représentation  usuelle  de  la  cycloïde 
(17)  x^=r{ui  —  sin  10),         y  ■=.  r{i  —  cosw). 

.     f  ■  10  , 

aijres  avoir  tait  o  -=  —y  a:=  ii  r. 
•2 

L'arc  de  la  cycloïdale  (i5)  est 
(l'j')  .V  =   /  K  rfo  =  a(2n  +  1)  ces '^ — : 

réiimination   de   9  entre  (i5)  et  (i5')  conduit  à    l'équation 
intrinsèque 


R» 


a-(  v>/j  -7-  I }-         a- 


c.  Cherchons  encore  l'équation  intrinsèque  des  coniques. 
Si  l'équation  cartésienne  d'une  ellipse  est 


(18) 


■r-       y- 

a-  b- 
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I5 


on  a 


tangç=  — 


(a^y'-—  b^T^)-  _     I    / rt\>-î  -^  h^x'-y- 
a-b-  ab  \  a- V- -i- b- X- / 


a^bi 


De  là.  il  résulte 


(a-  cos-o  -i-  b-  sin-ç  )- 


b'-—a^ 
d-^  =  : 


ç  =  ;irc  sin 


6^— «ï 


..8-)  '=\(- 


el  enfin 


\ 


R6  ,â 


/Ra    ^ 


comme  écjuation  intrinsèque  de  l'ellipse.  Four  i  hyperbole 


(18') 
on  a 

(18'") 


-u 


dR 


[^^/-J 


pour  l'hyperbole  équilatère  {b  ■=  ai),  on  trouve  donc 

.     .  dR 

(i8'M  R  = 


-\l 


pour  la  parabole  (  liiu  —  =^/>.  lim—  =0  I  : 
(,8>,  R=  -4-'  *  =  W 


dR 


cos^'s 


R\â 


\   (j) 
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•>•  Forme  de  la  courbe    -  Pa.,.  ^■ 
courbe  G  dans  ie  voisiX^e  du  p     n'p"""'  '^  ^"'-^  ^e  ]a 
aves    coordonnés    Ja    lan^ente    et     "  "'?  ^''"""^  P°"'- 

P^(-,^)unpointdeCir.finiU\!:j:it:"      d"     '^'^ 

'  "«  i^  ,  on  a  donc 

^  _  r      r 

0„e„  '■       ""^^        ^^^' 

o^  re.   On   voit  ^g.le.eTr, td  '.^Tr  ' '^"''^  ""  "-"-' 


•^'-^^2__2p^ 


o; 


•"l'-inséqueest  '  '    '"   d*^^^eloppe,„ent    de  l'équation 


«"a,  en  supposant  ,^<^,^ 


lini 


a;-'-.. 


.ini  —  _£  ^ 


'^^-"■i-d'app.-o.,,,,.,„^^^  ^  . 

s«"«'dl,si/iala  fotmp      '^'^"      ,.  "^  "^ 


^"^"«"-al,si„aIafo,-,«e-__:_,/    ,„. 
^"^'«•■^).  la  courbe  •,  I.  f       '"'T  '  "'«"^  ^es  nombres 

est^i_I_[     .  ''  ''^'■"^^  ^"-  Paraboie^^--,,.     - 

in^r;  '  'a  courbe  a  un  noinf  rV    i,      •  ""^  ~~  •^- ^  S'  « 

«"  point  l>n„rebroussemen,  ""^F"  '  ^^  courbe  a 
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de  R  =  o,  les  points  d'inflexion  aux  solutions  de  —  =:  o  ;  pour 

un  sommet  (valeur  extrême  de  R),  on  a  R,r=o  ou  K,::=x, 
où  Ri  est  le  ravon  de  courbure  de  la  développée. 

10.  Asymptotes.  — •  Si  limo  =  a,  pour  lim.s"=rco,  la 
courbe  admet  généralement  une  asymptote  A  faisant  l'angle  y. 
avec  l'axe  des  x.  La  distance  de  l'origine  de  Tare  à  l'asymp- 
tote est 

/?  =  X  «ina  -T-  ^  cosa  =    /      R  sin(o  —  a)  r/s  =^  lim   /  R  s i n 'i/  <f '!* , 

'i;  désignant  l'angle  a — 9. 

11.  Si  pour  onz»,  5=:  oc.  on  a 

lim  R  =  «, 

la  courbe  est  asymptote  à  une  circonférence  de  rayon  a\  elle 
reste  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  suivant  que  R 
est  toujours  plus  petit  ou  toujours  plus  grand  que  sa  limite  a. 
Si  R  est  une  fonction  périodique  de  s,  la  courbe  peut  avoii" 
des  oscillations  finies  autour  de  la  circonférence  de  rayon  a 
ou  des  oscillations  décroissantes. 
Par  exemple,  si 

R  =  rt  -f-  6  sin  \-  \   ■> 

R  reste  toujours  compris  entre  a  —  ^  et  a  -f-  6;  si 

sin5 

R  =  a  -+-  6 . 

s 

on  a 

R  =  rt  ±  0  où  Uni  0  =:  o. 

Si  pour  o  =  x,  on  a  limR=:o,  la  courbe  a  un  point 
asymptote  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont 

\=   f     R  ces  .;  d-^,  ^  ^  f     '^  *'"  'î  ^'r  • 

•-  0  «^  0 

l'arc  mesuré  dun  point  quelconque  jusqu'au  point  asympto- 
lique  sera  infini  ou  non  suivant  que,  pour  o  =  x,  on  a 
Rcp  ^  o  ou  =  o. 

Scientia,  n°  34.  1 
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12.  Les  équations  fondamentales  de  Cesàro.  —  l*our  fixer 
un  point  P,  correspondant  d'après  une  relation  quelconque 
au  point  A  de  la  courbe  C,  nous  nous  servons  (voir  y?^.  i) 


1-iK.  i. 


d'un  système  rectangulaire  mobile;  Taxe  des  .r  étant  la  tan- 
gente, celui  des  y  étant  la  normale  de  C  en  A. 

Soient  donc  .f  et  y,  coordonnées  de  A,  des  fonctions  de  s; 
A'  le  point  de  C  infininient  voisin  de  A,  Y*'  le  point  corres- 
pondant à  A'.  Supposons  de  même  A.r  et  A>'  les  coordonnées 
de  A'  dans  le  système  de  A,  .r  -h  ou-  et  y  -\-  oy  celles  de  P' 
dans  le  système  de  A,  enfin  .v  ■+-  da-,  y  -f-  dy  celles  de  P'  dans 
le  système  de  A'.  On  a  donc 

j:  -i-  037  =  Ar -+-  (  j-  -H  dx)  cos  1^  -T-  {y  -+-  dy )  sin  Ao, 
y  -i-  (iy  —  Aj  -T-  (  0?  -i-  (/j-  )  sin  ^f  -^  {y  -\-  dy)  cos  Ao, 

ou,  en  négligeant  les  c\[)ressions  iiitiniment  petites  d'ordre 
supérieur, 

o.r  =  Aj:  -h  dx  +■  y  A-^,  oy  =  ly  -{-  dy  —  x  Ao. 


i>kvi;loi'I'i:mi:nts  i:r  méïuouks.  hj 

En  (livisaiil  ces  l'qiiiilioiis  par  (/s{-.s.  Ai),  on  a  ciilin,  <'(ininic 

A.r 

ni  — 

Ai 

Cesàro 


\.r  .       Ak 

lini —        I,  lirn-^  ~  o,    les    ctitiadons    /'onr/d/iic/itdles   >/f 
Ai  Ss  '  •' 


r^x  _  dx        y  ok  dy        j- 

^  "■'^  ^  ""  ^  "~  K  "^  "'  <h  ^  d^  "^  \{' 

Un  point  P(.i',  )■)  est  donc  in)inol>iIe  sur  le  |)lan  de  C,  si  w 
el  y  sont  des  fonctions  de  s,  de  sorte  qu'on  ait  toujours 

,     ,  "'-'■_    >'  ''>'  ^ 


ou,  comme  ds  ■^=.  H  flf'o, 

dx  dy 

d^       ''  d<f 

En  faisant  .r^=:p  cosô,  /  =  p  sinô,  les  conditions  analogues 
pour  riinniobililé  du  point  (p,  0)  sont 

dû  „  dO  I         sinG 

ds  ds  K  p 

Une  droite  g,  dont  l'équation  dans  le  système  (tangente 
normale)  est 

X  sinio  -+-  y  cos(i>  —  /)  =  o, 

est  immobile,  si  d'après  Técpiation  dérivée 

/  I        dio  \        dp 

(  X  coso)  -h  y  smto  I  (  v:  H r  )  "i ï sinw  =  o, 

■^  \  U         </a-  /        a.v 

on  a  toujours 

ds  dp 

K  = ;—  >  -f^  =  sin  co. 

rtoi  ai 

On  aura  des  interprétations  géométriques  pour  ces  équa- 
tions, en  prenant  g  pour  ave  des  .r  dans  un  système  rectan- 
gulaire fixe, 

13.  Coordonnées  intrinsèques  d'une  courbe.  —  En 
général,  le  point  P(.r,/)  n'est  pas  lixesur  le  plan  de  C;  nous 
allons  donc   trouver  les  coordonnées  intrinsèques  .s',   IV  de 
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son  lieu  C.  En  faisant 


l'arc  de  C  est 

(20)  s'  =^  I  k  ds. 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure,  il  faut  cliercher  sa  dévia- 
tion 7.  La  tangente  de  G'  au  |)oint  P  et  Taxe  des  jc  forment 


or 
sur  une  direction  fixe  est  donc 


entre  eux  l'angle  :?  =  arc  tangue—;  l'inclinaison  de  la  tangente 


d'où  l'on  a 

dz  =  d'-i  -+-  d?3, 

ou,  en  divisant  par  ds, 

Les  équations  (20)  et  (20')  représentent  donc  les  coor- 
données intrinsèques  de  G';  en  éliminant  s,  on  a  l'équation 
intrinsèque  de  cette  courbe. 

li.  Enveloppe.  —  Soii 
(21)  /C^,  .r,  s)  =  0 

l'équation  d'une  courbe  T,  dans  le  système  rectangulaire 
de  A;  en  faisant  variera,  c'est-à-dire  le  point  A,  on  aura  un 
système  deoo'  courbes  1\.;  nous  allons  en  cherclier  l'enve- 
loppe Iv,  Eétantle  lieu  des  inlerseclious  de  T,.  avec  la  courbe 
infiniment  voisine  I\-Hf/.«,  on  aura  ces  points  en  dérivant 
l'équation  (21).  On  a  donc 

lif  dx        ,)f  dy        ôf 
ôx   as         oy    ds         as 

ou,  selon  les  conditions  d'iniiuobililé  (19'), 

(2O  (^_R;f  _:.^^Hi^"  =  o. 

Ox  Oy  Os 


(/l{ 

d\\ 

fjY 

—1 — 

—     .           . 

/    : 

, 

.•J 

•arc  tang  t— 

ds 

ds 

ds 
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AvaiU  donc  trouvé   ./•    et  y  comme  fonrlions  de  ,v  par  (21) 
et  (21'),  il  faut  appliquer  (u)).  (20)  et  (20'). 

Vl'PLlCATidN.  —    (^lierclioiis    I"euv»'|(>ppe   de  la  iioruialf   du 
point  A  ;  elle  a  réqualion  .r  :=:  o.  Par  diflerentialion,  «.n  trouve 

.r,  =  o,         j,  =  W  ; 

la   normale   est   tangente   à   l'enveloppe  au  centre   de   cour- 
bure ;  l'enveloppe  de  la  normale  est  donc  la  développée. 
D'ailleurs  on  a 

dS  =°- 

les  coordonnées  intrinsèques  de  la  développée  sont  donc 
(22)  ..=  R,         R.=  H_(=-^j. 

Quand  on  cherche  l'enveloppe  d'un  système  de  courbes  à 
équation  ponctuelle 

U  {  X,  y,  t  )  =  o, 

où  t  est  paramètre,  il  faut  éliminer  /  entre  cette  é(]uation  et 
la  dérivée  par  rapport  à  t,  alors  l'enveloppe  et  la  courbe 
singulière  ont.  aux  points  d'intersection,  la  même  tangente. 
Nous  allons  démontrer  que  l'enveloppe  de  (21)  et  la 
courbe  (21)  elle-même  ont  la  même  tangente  au  point 
P(j7,  y)  déterminé  par  (21)  et  (2  i' ).  La  déviation  5'  de  (21) 
au  point  V  est 

/        'Jf     àf\ 
f)  =  a  rc  t  a  n  ç  ( —  '  -r-  )  > 

^  \       Ox     ày  j 

pour  l'angle  9  de  la  tangente  de  l'enveloppe  avec  l'axe  des  j- 
(tangente),  on  a 

,,       &K    ^-^       l  (Iy        x\     l  dx        V         \ 

^^"^'^ =-js'-^s^\%-^  v.)'\-ds-\\--'y 

En  formant  langC; — 5'),  on  a,  au  dénominateur,  l'expres- 
sion 

\ds         R  /  dx        \ds  ""  ^J  dy' 


22  LKS   COORDONNEES    INTRINSEQUES. 

on,  selon  (  3i'), 

df  fl.r        ^  «(r  _,    àj  _f[f  _ 
Ox  (Is         dy   tis         Os         ds 

On  flédnil  0  -^  0' \  les  deux  courbes  l^  eL  V^  onl  donc  la 
même  lange  nie. 

15.  Applications  (').  —  a.  Conlraclons  ou  dilatons  les 
cercles  oscnlateurs  d'une  courbe  (^  par  rapport  au  centre  de 
courbure  (ic^ro,  y  =  R)  dans  un  rapport  constant  jj.  :  i, 
pour  chercher  leur  enveloppe.  L'équation  du  cercle  est  alors 

a-2+(j_   R)2_  jj.2R2^  o 

ou 

f{x,  y,  s)  ^=  x'^-\- y-  —  •>.  \\y  -+-  R-(i  —  \i^)  =  <>. 

L'équation  dérivée  est 
d'où  l'on  lire 


ar  =  ±  li.  v/i  "  [JL- H,         y  =  {^  —  i^^")'^- 

On  ne  trouve  donc  une  enveloppe  qu'en  faisant  | /j.  |  <;  i , 
c'est-à-dire  en  contractant  les  cercles    osculateurs.    l'osons 

\L  —  cosa, 
on  a  donc 

a:  =  ±  R  sin  a  cosa,         ^=Rsin-a. 

La  tangente  de  l'enveloppe  \\  est  en  n>ème  temps  celle  du 
cercle  au  point  correspondant,   c'esl-à-dire    une   des  ilroites 

y  ■=±x  tanga. 

Rn  appelant  l'enveloppe  d'une  de  ces  droites  la  dcvelop- 
po'ùlc  (a)  de  C,  nous  avons  le  théorème  suivant  : 

L'enveloppe  des  cercles  oscillateurs  anlractés  dans  un 
rapport  constant  par  rapport  au  centre  de  coiirhure  se 
décompose   en   deux   développoïdes   (zta).    (  Fo//"  n"  25  et 


{')  L.  RiiAUUK,  toc.  cit.,  p.  6'|.   —  Oueslion  Interméd..  ic(i  i,  p.  l'.i; 
Hép. ,  igi'i,  p.  2H3. 
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h.   (lontiactons  de  même  le  cercle  o>culaleur   par   lappoii 
au  point  A(o,  o).  Son  é(|iialioii  est  alors 


-+-(}• ^ ^—  =  o 


ou 

>K 

Par  difl'erenlialion.  on  aura 

(23')  XRJ--+- K,7  =  o. 

Les  points  de  contact  du  cercle  (28)  avec  son  enveloppe 
sont  les  points  d'intersection  de  la  droite  (>-3')  avec  le  cercle, 
et  Ton  a 

1"  a-,  =  0,        ^-1  =  0; 

—  lÀRn^l  2A2R3 


i-+->.;(  A-^R2-^-R|/         -^  -       (i^À)(X2R*^R|) 

L'enveloppe  se  décompose  donc  dans  la  courbe  C  elle-même 
[lieu   de  P,  (o,  o)]  et  dans  le  lieu  de  p2(ir*,  y*).  En   faisant 

R,         d\\ 

r-r:  ~  -- — r  =  tango. 

/>  R        A  cl  s  "  ' 

on  a 

,—. r  ^R 

COSCi, 


,-2=  y/^Tj  -^yi   = r 

I    — T"   A 

et,  lorsque  le  cercle  (23)  coupe  la  normale  de  C  aux  points 

Pi(j^i=Ji  =  o)        et         PWx;  =0,        .>'i  =  TZjT)-]' 

on  a  P.>  comme  projection  de  P',  sur  la  droite  (,28').  Les 
cercles  (28),  dont  nous  nous  occuperons  plus  tard,  sont 
souvent  mentionnés  par  Cesàro  dans  ses  recherches  sur  les 
centres  de  gravité.  La  normale  de  E  est  naturellement  celle 
du  cercle  (28);  elle  contient  donc  son  centre 


Exemple.  —  Soit  C  la  cycloïdale 
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En  faisant 

i  =;  cosT,  R  =  À  sinT,  H,  =  —  À-cost, 


on  a 

T, 

■A 

—    ^COST  Sin^T, 

1  —  J. 

r  = 

2/.         . 

=  ^sin^T, 

1  —  /, 

et  comme 

dx        dx  dx 

dy 

dy  d- 

~d's^  T-Tx' 

ds  ~ 

d-.    ds' 

on  trouve 

or 

1  —  3  À 

~   ^C0S2T, 

1  -r-  A 

ds  ~ 

1  — 3À    . 

:—  sin-A-r 

1  -i-  /> 

.     On  a  donc 

1  — 3X       ^  ,       1  —  3/.  I  — 3X 

A    =   r— ,        ^    =  2T,       S    =    ^A,  H     =   : ^  K 

I  -H  A  I  —  A  (  1  -f-  /.  )  (  I  —  XI.) 

Péqualion  intrinsèque  de  l'enveloppe  est  par  suite 

En  remplaçant  (^)  par  ( — ?,),  on  a  une  autre  enveloppe 
analogue 

Ces  deux  dérivées  sont  donc  deux  autres  cycloïdales. 

ir>.  Les  développées  successives.  —  Nous  avons  trouvé  la 
développée  de  C  comme  enveloppe  des  normales.  En 
cherchant  l'enveloppe  des  normales  de  cette  développée 
(dont  l'équation  est  y  —  R  r^  o),  on  aura  la  seconde  déve- 
loppée de  C,  etc.  Soient  .ç„  et  R„  les  coordonnées  intrinsèques 
de  la  /«'^■'"'=  développée;  on  a 

■»/«  —  ««-1,  i\n  =  "rt-i  -7-53 =  ri    — =   — =      .    ,,  • 

aR„_2  ds  do  «s" 

Les  rayons  de  courbure  successifs  sont  donc  les  dérivées 
successives  de  R  par  rapport  à  l'anf^le  de  contingence. 

Dans  le  système  mobile  (tangente,  normale),  les  coordonnées 
du  2^'^°"  centre  de  courbure  sont  : 

^u- =  - Ri  +  R3 -...-+-(- 1)*  H,/-,, 
ytk=     R  -R,^...^(-i)AR,a-î; 
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celles  du  (  .>  A- -h  i)''""^  sont  : 

■^u+i  =  —  Ri -H  Hj  — ...-4-  (.— i)*Hii    I, 
VtA-K,=      K  -  Kî-i-...-(-i)*R.A, 


(voi  !•//>.  •->). 


Fis.  2. 


Application.  —  Si,  pour  le  point  A,  les  centres  de  courbure 
successifs  tendent  vers  une  position  fixe  sur  le  plan,  quand 
on  fait  lim/,=:cc,  on  appelle  ce  point  P„  le  pôle  de  la 
courbe;   on  a  alors 


dx 


Ri  —  . 


^>'-^^-         dZ 


R.-R3 


le  pôle  est  donc  fixe  sur  le  plan  de  C,  c'est-à-dire  on  trouve 
le  même  point  P,  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  en 
supposant  que  les  séries  soient  conK^ergenles. 
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17.  Courbes  osculantes.  —  Si  deux  courbes  G  et  C 
se  touchenl  au  point  P{s  =  o)  et  si  les  rayons  de  courbure 
ont  la  même  direction,  il  est  possible  que  les  centres  de 
courbure  soient  identi(jues.  En  ce  cas,  C  et  (7  ont  trois  points 
successifs  communs  en  P  et,  en  cherchant  les  équations  intrin- 
sèques de  C  et  de  C,  les  premiers  membres  des  deux  séries 
sont  identiques. 

Au  contact  ordinaire,  on  a 

iim  H-   IV  ,^  o; 

,s=0 

dans  le  cas  mentionné,  on  trouve 

Iim  R—  R'=o. 

.v  =  0 

En  général,  les  courbes  C  et  C  qui  se  touchent  ont  entre 
elles  un  contact  de  l'ordre  n  si 

,.      R— R' 

Iim ; —  ^  o. 

Supposons  R  ^  GO,  R'^  oo  ;  les  équations  intrinsèques  de  C 
et  C  sont  : 

(C)  R  =  a  s'-hh  s"+^+... 

(n^i). 

(C)  R'=.a's"^b's"  +  i-^... 

Si  n  est  nombre  entier  positif,  la  courbe  a,  au  point  .v  =  o, 
la  forme  d'une  spirale  logarithmique  {n=i  i)  ou  celle  de  la 
courbe  nommée  «  antiloga   »  {/i  =  •?.). 

Si  au  point  P  (.v  ^=o.  o  :^  o)  le  développement  de  réquation 
de  G  est 

s  =  a  !p"  -+-  b  cp«+'  -h .  .  . , 
on  a 

K  —  na'^'^    '-4- (« -4- i)6(|;"-(-.  .  . 

et  l'équation  (5,  R)  est 

i  i-i 

Les  développements  des  coordonnées  cartésiennes  sont 

n 

.r  =  ao"  -h.  .  . ,  y  =  « o""^'  -f-, .  . , 

•^        n  -\-ï 

d'où  l'on  déduit 

-i    .  +  i 
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La  singulaiitt''  est  (si  //  ^  i  )  un  point  ninltiplc  <li;  l'ordic  // 
où  se  confondent  tontes  les  tani,'entes;  si  «<i,  on  a  un 
point  iVinf/cuion  ou  un  point  iVondulntion.  Si  la  coiiihe  a 
un  point  multiple  à  tan<^entes  dillérentes,  il  v  a  plusieurs 
di'Neinppenients  en  séries. 

18.  Contacts  d'ordres  supérieurs.  —  Poui  un  point,  cor- 
respondant par  rapport  à  o.  îles  deux,  courbes 

(C,  R  =/(?), 

(C)  R'=F(?), 

qui  se  touchent,  on  a  les  équations 

(C)  R'=Fr©o)-^?F'(?o)-t-  2!f"(oo)4-.... 

On  a  un  contact  de  l'ordre  {n  —  i)  si 

/'?o)=F(Ço;,        /'(Ço)  =  F'(çoj, 
/"-2'(cpo)  =  Y'"-^Ho,),         /"'-''('fo;  5^  F("->'(oo) 

c'est-à-dire  si  H,  ziz  Rj  (f  =  i ,  2.    .  .  .,  n  —  i  ). 
De  là  il  résulte  : 

Si  le  contact  de  deux  courbes  G  et  C  est  de  l'ordre  n, 
les  {n  —  i)  premiers  centres  de  courbure  sont  identiques, 
les  n'^'"^*  centres  sont  différents. 

Autrement  dit,  si  deux  courbes  oui  un  contact  de 
l'ordre  n,  le  contact  des  c''-'""^^  développées  est  de  l'ordre 
{n  —  i>)  {i>S  u). 

Deux  courbes  ont  un  contact  de  l'ordre  n  si  elles  ont 
n  -\-  o,  points  successifs  communs  au  point  de  contact. 

Far  exemple,  le  cercle  osculateur  au.v  points  réguliers 
mené  par  trois  points  successifs  a  un  contact  de  l'ordre  1; 
aux  sommets,  on  a  Rir^ro,  il  y  a  donc  un  contact  de 
l'ordre  2. 

Si  n  est  nombre  pair,  les  deux  courbes  se  coupent;  si  // 
est  nombre  impair,  on  a  un  contact  dont  la  forme  est  celle 
d'un  contact  ordinaire. 

19.  Systèmes  de  courbes.  —  Soient  ('  et  C  deux  courbes 

(C)  /(>,  R)  =  o, 

(C)  Vis,  H  I  =  o; 
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soit  P  un  point  régulier  de  C.  Alors  il  y  a,  en  général,  plu- 
sieurs points  P'  de  G',  tels  que  le  rayon  de  courbure  de  P' 
est  égal  à  celui  de  P;  car  si  H(P)  =  R„,  il  faut  chercher 
les  solutions  s  de  l'équation 

F(5,  Ro)  =  o, 

d'où  Ton  conclura  les  points  P'. 

De  même,  regardons  un  système  de  courbes  C,  qui  a 
l'équation   intrinsè(|ue 

(••44)  Fis,  H,  ai,  C/2,    .  .  .,  (ïn  '-2  )  =  o, 

où  «1,  «21  <^3>  •••>  ^n--2  sont  des  constantes  arbitraires;  nous 
cherchons  les  valeurs  des  a,- pour  que  l'ordre  du  contact  de  C 
et  de  G'  soit  aussi  grand  que  possible.  En  dérivant  [n  —  2) 
fois  l'équation  (24),   on  aura  les  équations 

/    ,,s  (   F,(*,  R,  R,,  .  ..,  R/;  «1,  «2,  •  •  .,  ««   2)  =  0 

(  I'   =  ':  •',    ...,(/i  —  2)]. 

En  y  introduisant  les  rayons  de  courbure  comme  fonctions 
de  5  selon  l'équation  intrinsé(|ue  de  G,  on  a  ( /i — i)  équa- 
tions, d'où  l'on  déduit  les  valeurs  s,  «,,  a,,  ....  o,,^^-  ^*'<*^  't^s  a^ 
on  a  les  courbes  osculantes,  par  s  les  points  coirespondants 
de  G  et  de  G'.  En  général,  on  a  I{„_,  pt:  H'„_.,  ;  le  contact  est 
de  l'ordre  /*  ;  naturellement,  il  est  possible  qu'on  trouve 
encore  H„_i  =  Fl/i-n  ï^«  ^^  ^^m  ^^^-  ''--"  ^*^  ^'*^>  ^*^  contact  est 
d'un  ordre  supérieur. 

•20.  Invariant  d'un  système.  -  En  dérivant  encore  une 
fois  la  dernière  équation  (2/4')  on  peut  éliminer  s.  (  )n  a 
alors  une  équation 

1.(R,  R,,  ...,R,._,)  =  '>, 

dont  on  appelle  le  premier  membre  V imuriant  du  système. 
\in  cooidonnées  intrinsèques  on  a  une  équation  dillérenlielle 
de  l'ordre  n  —  1;  par  intégration  successive  on  trouve  les 
équations  (24')  et  alors  (24).  Gelle-ci  contient  w  —  1  cons- 
tantes arbitraires,  dont  n  — 2  correspondent  aux  paramétres 
«,,  «o.  ...,  «„_i  ;   la  («  —  i^i'""!  jjj^^  additive  à  ,v. 

1vvi;mi'I.i;s.  —  Poui-  toutes  les  spirales  logarithmiques 
H  =:  as ,  on  a 

rfR        Ri 

^  =  -R    ==  "' 
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d'où  Ion  déiluil 

Pour  toutes  les  cycluïdales,  celte  expression  est  constante; 
rinvariant  est  donc  la  dérivée  ,  de  HH,  —  Hj,  savoir 
HH3— K,H.. 

•il.  L'équation  magique.  —  l'our  (|uel(|ues  reclierclies,  il 
sera  fort  utile  d'applinuer  Vi'tjuiition  /noi^i^i/c  de  la  courbe 
{voir  n"  C).  5i  J  e^t  l'angle  compris  entre  la  normale  de  G 
et  l'axe  des  jr^  et  si  o  ^f  [o)  est  la  distance  entre  l'origine 
et  la  tangente,  ou  a 

(25)  (C)  ^  X  cos^  -hy  sin  c;  — /i'i)  =  "• 

La  podaire  de  C,  lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les 
tangentes,  a  pour  l'équation  polaire 

r=/('r)- 
En  dérivant  (20)  par  rapport  à  9,  on  a 

(25')  (G,)ss  — xsino-T-jcosç— /'('vj  =  o. 

De  (25)  et  (20'),  on  déduit  la  représentation  paramé- 
trique 

(26)  X  =/{  o)  cos'j' — /'(o)sin«,     ^  =/(ç)  sin'^ -i-/'(i)  cost;. 

La  droite  C  est  perpendiculaire  à  la  tangente  de  C  au 
point  de  contact;  c'est  donc  la  tangente  de  la  première 
développée  et,  par  diirérentiation  successive,  on  a 

(G'"))  =  a;cos(o-r-  —  I  -hysinf'^  -f-  —  j  —/'■"\o)  =  o 

comme  représentalion  de  la  n'^""^  développf'e  de  C. 
Four  la  deuxième  développée  de  C,  on  a  l'équation 

C^*'^  X  cos'j  -^  y  sin  ci  +/'(»)  =  o, 

la  distance  des  tangentes  correspondantes  de  C  et  de  G'-- 
est  le  rayon  de  courbure  H  de  G.  Les  coordonnées  intrin- 
sèques de  G  sont  donc 

(26')        R  =/( -f  )-+-/"(  'fi,  s=  J\J\'J)  -^f '{■:;)]  d'^: 
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les  coordonnées  polaires  par  rapport  à  l'origine  sonl 


/•  =  \//-H-/'-i  10  =  (5  -i-  arc  laiij 


/(?.' 


La  développoïde  [y.)  [voir  n"  15)  a  réqualion 
Y)  —  X  =:  —  colCo -f- a)  (^  —  x) 

ou,  selon  (26), 

ç  cos(cf(  +  a)  -t-  -r,  sin(  o  H-  aj  —  [/(o)  cosa  --/'C'f  ;  sin  a]  =  o. 

d'où,    en  faisant 

Ç  cosa  -T-  r,  sina  =  ^  ,         sin  a  —  yj  cosa  =  y' , 

on  a  réqualion  de  la  développoïde  (a) 

x'  cos'j  -+- J''  sino  —  [f(  o)  cosz  +/'(»)  sinaj  —  o. 

Si  l'on  connaît  le  ravon  de  couihuie  de  C  comme  fonction 
de  9,  c'est-à-dire  Vér/iiation  inli  insècjuc  de  Cl  sous  la  forme 

R-F(=p), 

il  faut  intégrer  l'équation  diUérenlielle 

/'?)^-/"(?)  =  F(?) 

pour  avoir  l'équation  magique  de  C.  Comme 

a:  = —   /  F('-p)  sinç  (/(p,  >•  =    /   V{o)cosodo 

et  comme 

y(<p  j  =  —  (^'  ces©  -\- y  sincp), 

on  a,  «Mjmme  é([uati(in  magique  de  C, 
X  costp  4-^  sinç 

—     si  n  !i   /  cos  o  F  (  o  j  rf'i  —  ces  o    /  <  i  n  cp  1""  (  o  )  d-:,       -  o. 

2-2.  Les  courbes  résultantes.  —  Dans  son  Ouvrage  men- 
tionné au  n"  ;{,  l'abbé  Aoust  a  déduit  une  courbe  C  de  deux 
courbes  Ci  et  C,  par  la  propriété  que  chaque  rayon  de  cour- 
bure H  de  C  soit  égal  è»  la  somme  des  rayons  de  courbure  H, 
et  H.,  lie    C,  et  de   C.^  (|iii  oui   même   direrlioii.  Il    ii|»pt'ile   C^ 
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fésullaiitc  (les  iieu\  cit/ii/iosa/itcs  C,  et  C,.  Mais  c'est  le  fjéo- 
inùlie  J.  Sleiiier  (  '  )  (|iii  s'en  est  d'abord  occupé  el  en  a  trouvé 
les  propriétés  principales;  enfin,  ce  (|u'on  n'a  pas  encore 
remarqué,  A.  Mannlieim  a  traité  celte  nouvelle  courbe 
sans  connaître  l'article  de  Sleiner.  Tous  ont  supposé  seule- 
ment deuv  courbes  composantes.  Les  propriétés  connues  el 
quelques  autres  furent  exposées  par  I'.  Ern^t  {lac.  cit.,  p.  12). 
Soient  Cl,  G,,  ...,  C„,  n  courbes  dont  les  é(|ualions  intrin- 
sèques sont 

(27)  C,-=K(''-/,((?)=     ; 

alors  l'équation  de  la  courbe  résultante  est 
(27')  CH^K-i/,('^)  =  o. 

L'arc  de  C 

s  =  I  W  d-i  =  fz  K(')  d'^  =  :L  j  K('  d^  =  ^Si 

est  égal  à  la  somme  des  arcs  correspondants  des  courbes 
composantes.  De  même,  on  a 

X  =  I  [\  coso  c/'f  =   /  -  R ''  cos©  d'z,  =  S  /  H'^  cos'f  of-f  =  Sa-,, 
y  ^   I  R  sin  o  <;/'->  =    /  X  R  '    siii  9  dj  =  Z   i  \\^'    sin  -^  d'f  =  i:^,. 

Les  coordonnées  cartésiennes  de  la  courbe  résultante  sont 
égales  à  la  somme  des  coordonnées  correspondantes  des 
courbes  composantes. 

23.  Autres  propriétés.  —  lin  appliquant  cette  dernière 
propriété,  nous  aurons  une  généralisation  de  la  définition  de 
Stelner.  Soient  Pj  sur  C,  et  P,  sur  C,  des  points  dont  les 
normales  sont  parallèles:  nous  divisons  Pi  l*.,  par  le  point  P 
dans  le  rapport  constant  À  :  i;  cliercher  le  lieu  C  de  P. 

Soient  {fig-  3)  les  coordonnées  cartésiennes  de  P,  et  de  P.j 
fonctions  de  la  déviation  o  ;  celles  de  P  sont  donc 


(')  J.   Steinkr,   Journal    de    Crelte,    l.   3'2,    184G,    p.    7J-79  ;  Ges. 
Werke,  t.  II,  p.  S'ii-Stly.  —  Manxheim,  Géorn.  cinéi/i..  p.  j7-5î>. 
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les  coordonnées  intrinsècjues  sont  de  même 


i  +  X 


R 


X  IV  +  R" 


pour  Cl  et  G.>  par  rapport  à  l'origine.  Pour  G  on  a 

Xo,-l-  p., 
I  -+-  X 

La  podaire  de  la  courbe  résultante  est  donc  la  cissoide 
des  podaires  des  courbes  composantes. 


Fie.  3. 


En  représentant  C,  et  C,  par  les  équations 

C,=  a-coso  -^y  ?>[no  —fi{'^)  =  o         (/  =  i,  ■x)^ 
celle  de  C  est 

X  COSO  -H  V  SlllO : ! ."^  =   O. 

I  -i-  X 
En  général,  ré(|ualion  de  la  courbe  résultante  {•?.-'  )  est 
X  cos;p  -T- y  sin  -^  —  il  F,-(  <p  )  =  o, 
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si  celle  de  C,  esl 

X  COS5  -t- >•  siii'i  —  F,(  o)  —  o. 
Comme 

et 

n 
j'L  F,(  Ç)  rf'j"  =^    f    l';l   -  •  </'J"  -t-V    rtxç'S 


MOUS  trouvons  : 

Aa  «"■""■  développée  de  la  courbe  résultante  est  la  courbe 
résultante  des  ri"^""'-^  développées  des  courbes  compo- 
santes. 

La  /i"^""'  développante  de  la  courbe  résultante  est  la 
résultante  des  n"""^-^  développantes  des  courbes  compo- 
santes et  de  la  courbe  W^^-  2La/,o'',  c'est-à-dire  d'une  /i"^"" 
développante  de  cercle. 

Comme 

-  [//('j  )  cosa  -h//(  'f  )  sinaj  =  cosai: //(o)  -f-  sinai://(œ), 

o/i  reconnaît  que  la  développoïde  {y.)  de  la   résultante  est 
la  résultante  des  développoïdes  {y.)  des  composantes. 

Du  resle,  chaque  développoïde  est  la  résultante  de  deux 
composantes  qui  sont  semblables  (dans  des  rapports  cons- 
tants) à  G  et  à   la  première  développée. 

2V.  Les  courbes  parallèles.  —  Supposons  deu\  courbes 
composantes  diml  l'une  esl  une  circonférence  représentée 
par 

X  ces»  -t-^  sin  '^  —  a  =  o. 

Celle  de  la  résultante  est  donc 

Ga  ^  X  ces  o  -T-  j'  si  11  '^  —  [y*(  o  )  -;-  rt  ]  r=  o 

et  l'on  appelle  cette  dérivée  une  courbe  parallèle  à  C. 

I"]ii  faisant  varier  la  constante  «,  on  aura  un  système  de 
courbes  parallèles  qui  ont  toutes  le  même  système  de  nor- 
males, c'est-à-dire  la  même  développée. 
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Les   coordonnées    intrinsèques   de   la    courbe  parallèle 
sonl 

où  Si,  el  Ro  sont  les  coordonnées  iiilriiisè([ues  de  la  courbe  C,, 


Fi 


K-  4- 


correspondant  à  rt  :=  G.  Si    l'équatioii    intrinsèque  de   Cq  e^l 
s=/(K),  celle  de  i\,  est 


,-„.-J,n..„,,/,=/ii^r,.i) 


dl{ 
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OU,  comme  l\  :     It,^   -  ti, 


r   H, 


Comme  on  le  recoiuiaîl  bien,  on  nhlienl  les  courbes 
parallèles,  en  faisant  rouler  un  cercle  surCy,  comme  roulette 
de  son  centre  ou  comme  enveloppe  des  droites  dont  léqua- 
tion  dans  le  système  (tangente,  normale)  est  v — «  =r  o, 
pendant  ([ue  l'enveloppe  des  cercles 


se    décompose    en    les    deux,    courbes    parallèles    nu\    dis- 
tances rt  a. 

2o.  Applications.  —  Dèveluppoïdes  imeumédiaires.  — 
Comme  exemples  de  tous  ces  théorèmes,  nous  traitons  une 
généralisation  des  développoides  (  l'Of'r  n°  21  )  en  diiisant 
les  rayons  de  courbure  île  la  courbe  Y  dans  le  rapport 
constant  i  —  a',  a  et  en  cherchant  l'enveloppe  E„ -(  a'e  la 
droite  ga,%  menée  par  ce  points  laquelle  forme  avec  la 
normale  de  F  l'angle  constant  a.  Dans  le  système  (  tangente, 
normale),  l'équation  de  ga.'x  est  {voir  Jlg,  5) 

(28)  /{x,y,s)?sy  —  xcotoL  —  rtR  =  o. 

Si  a  ^=  o,  on  a  la  tangente  de  la  développoïde  (a);  si  a  ^r  i , 
cette  équation  représente  la  développoïde  (a)  de  la  déve- 
loppée; enfin,  si  a  ^  -  .  les  tangentes  correspondantes  de  Y 

et  de  E  sont  parallèles  entre  elles.  En  dérivant  (  28)  selon  (21') 
on  a 

(y  —  R  )  cot  7-r-jr-r-aRi  —  o, 

d'où  Ton  déduit  les  coordonnées  du  point  de  contact 
X  =  «in  a[(i  —  a  }K  ces  a  —  a  R]  sin  a  |. 


(28';  , 

j-  =  aR  -H  cosa[(i  —  a)R  ces  z  —  «  R|  sina  ] 

pour  la  développoïde,   on   a  la   représentation   bien  connue 
{voir  n°  15)  ;  si  a  =3  -,  ori  a 

or  =  —  </  Kl,         y  =  a  l{. 
On  trouve  donc.  : 
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Quand  on  divise  le  rayon  de  courbure  R,  de  la  déve- 
loppée r,  dans  le  même  rapport  par  le  point  P,,  on  a 
le  point  de  contact  P'  {x,  y),  comme  projection  de  P,  sur 
la  droite  (28). 

Fig.  5. 


Selon  (19),  on  a 


-7-  =  A  sin  a,  -;-  =  /.  cos  x, 

as  as 

A  =  (1  —  a  )  sina  -i r-  cctsa  —  a  — r—  sin  a, 

as  (fs 


90 


d3j 


d'où  il  lésulle  par  application  de  (20)  et  (20') 

\    5' =  (  I  —  n)ssina-i-R    cosa       ff  Ri  sin  a, 


(vi8') 


(   IV=(i  —  a)R  sina -i-  R|  cusa       ^H^sina. 
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Les  coordonnées  intrinsèques  de  la  déveioppoïde  (^  r^  o) 
simt  donc 

(•>8*)       s' =  s  sina -+- R  cosï.         R'=  K  sina -h  R,  cosa  ; 

pour    a  =  -  > 

(iS**)     .x'^(i  —  a}s-h  aWi.         R''=  (I  — «|R-H«H.. 

La  courbe  E^^ai  <|"*^  nous  appellennis  la  développoïde 
inlerniédiaire  {a,  a)  de  V,  est,  suivant  la  représentation  (28"), 
la  résultante  de  trois   composantes  semblables  à  T,  T,  et  F... 

L'équation  magique  de  Ea,a  t^sl 

Ea,a^  ^  coso  -+- _x  sinç 

—  [d  —  a)/((p  )  sina  -+-/'(©)  ces  a  —  a/'('f  )  sina]  =  u, 

r  étant  représentée  par  (25). 

Le  centre  de  courbure  F',  de  P'  est,  suivant  (28"),  la  pro- 
jection du  point  P.,  divisant  R2  dans  le  même  rapport  sur  la 
normale.  Autrement  dit, /r/  déieloppée  c/e  E^,  ^  est  dérivée 
de  la  développée. 

En  formant  la  développoïde  intermédiaire  b,  ^  de  E^.a 
désignée  par  Ea,oi;/,,^,  ses  coordonnées  intrinsèques  sont 
symétriques  par  rapport  à  a  et  6,  a  et  [3,  d'où  l'on  déduit 
comme  généralisation  du  théorème  de  Lancret  : 

La  développoïde  intermédiaire  de  l'ordre  n,  dont  les 
couples  de  paramètres  sont  a, a;  b,^;  c,y  ....  ne  change 
ni  de  forme,  ni  de  position,  quand  on  fait  varier  la  suite 
des  couples  («,  a),  (^,  (3),  etc. 

l*our  a=:  ->  le  point  de  contact  i)  est  situé  sur  la  droite 

menée  par  A  et  par  le  deuxième  centre  de  courbure  A,,  en 
divisant  AA,  dans  le  même  rapport  i  — a,  a;  la  normale  est 
parallèle  à  celle  de  A;  enfin  le  centre  de  courbure  (^),  est 
l'intersection  de  AA.,  et  de  A, A3  ('). 

'26.   Exemples  (-).  —  Soit  F  une  courbe  représentée  par 

(  29  )  *■  =  a  e'"?  CCS  II  '-i . 

(')  L.  Bralde,  Ueber  eiiii^e  Verallgemeinerungen  des  Begrijfes 
der  Eçolutoïde  {Archii'  Griinert,  série  3,  t.  \X.  1913,  p.  !\\-':)2). 

(')  Quant  à  ces  courbes,  voir  L.  Braude,  Sur  quelques  généralisa- 
tions de  la  transformation  de  M.  Koesllin  (Annaes  Porto,  t    9,  igi^)- 
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Pour  les  développées  successives,  on  a 

R   =  e"'7( m  cnsnzi  —  ns'inno), 

R,  =  £'"?[(  m* —  n-)  cos«  ç  —  2.rnn  sinnç], 

Rj  =  e"'?[(  m^  —  3ni-  n)  cosncp  -+-  C/i^  —  i  n-  m)  sin/j  tp], 

dont  la  forme  générale  est 

(29*)  Ra  =  ca  e'"?' cosnç'         (  0'==  ç -h  const.). 

La  courbe  F  est  donc  semblable  à  toutes  ses  développées. 
L'équation  intrinsèque  de  E„  ^  est 

R«,a  =  ^'"^  I  \  f>t{i  -   a  )  sin  a 

-H  (m* — n-)cosa — rtsina(/?j3       3 /?.'«-)]  co?  no 
—  [/i(i  —  a)  sina 

-1-  ■>.  m/i  CCS  a  -f-  rt  sina(rt' —  S/n^  n)\s'in  n'^[ 

qui   a   aussi   la   forme   de  (29*).    /ouïes  les   l^a.oi  sont  donc 
semblables  à  T.  En  posant 

^       ,.      sinncs 

R  =  lim !-e'«?, 

n  =  o      n 

on  a,  par  un  passage  à  la  limite,  la  courbe 

(•^.9')  R  = -j  e'"?, 

qui  a  de  niême  celle  propriété,  car  on  trouve 

R„,a=  ^"'?  ]  (cosa  —  >.ain  sina:) 

-+-  o[(i   -  a  )  sin  a  -f-  //<  cosa  —  a  m-  sin  a] 
=  r^'e""?'. 

Dans  le  cas  spécial  de 

m 
tanga 


(t(i  -h  m-  )  —  I 


on  obtient  comme  développokie  intermédiaire  de  (29  )  une 
spirale  Ingaritlimique. 

(^)uand  on  fait  dans  l'équation  (29)  m  =0,  on  obtient  les 
é/Jic)  c/oïdes  ou  les  hypocrcloides  suivant  que  /i  >  i  ;  i'i  n  =  i , 
on  a  la  cyclotde  proprement  dite. 

Pour  les paracycloides  et  les  hypercycloïdes [nt  ^r-  o,  //-<;o) 
dont  les  équations  intrinsèques  {s,  R)  sont 

R2 

(3o)  s2_  —  =ihc:, 
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on  a,  comme  éqiiiilioli  iiitiinst-(|iiL'  de  K,,,,, 

(3o')      .S-!        jY=±c*-[      l*-cos^r^{i       a       <^f  ).*)  siii'j  |ï; 

c'est  donc  une  couibe  seiiilihibK',  mais  si 

t  a  11  jî  a  =  ±: ; , 

I         A(  I  ~  a-  ) 

K„.a  se  décompose  en  deux  spirales  logaritlimiques 

comme  les  déi'eloppoïdes  (a  =:  o). 

('orame  nous  le  verrons,  le  lieu  du  p<.inl 

est,  pour  la  cvcloïdale 

fi      11!  _ 
cr-  "^  ^^  ~  '' 

le  cercle  mené  par  les  rebroussemenls;   nous  avons  donc  le 
lliéorème  : 

Lorsque  la  normale  d' une  épicycloïde  ou  d'une  liypocy- 
cloïde  Y  coupe  la  base  circulaire  au.v  points  P,  et  P*,  la 
droite  menée  par  un  point  P  qui  diiise  P,  P2  dans  un 
rapport  constant  et  (jui forme  un  angle  constant  a\ec  la 
normale  de  F  a  comme  enveloppe  une  courbe  semblable  : 
si  P  est  situé  sur  la  base  circulaire,  l'enveloppe  est  con- 
gruente  à  Y.  Pour  la  cycloïdeC{b  —  a),  toutes  les  Ea.oi  sont 
congruentes  à  C 

Mentionnons  encore  une  famille  de  courbes  transcendantes 
représentée  par 

(3i)  R  =  '^?in«.; 

ou 

(3i')  R  =  ç.  cos/icp. 

La  dernière  est  une  généralisation  de  la  développante  du 
cercle  («  =  o)  ;  par  un  passage  à  la  limite  n  =  o,  la  première 
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devient,  selon  l'équalion 


,.      o  sin no 
K  =  liin  -: - 


la  seconde  développante  du  cercle  qui  a,   au   point  cuspidal 
de  la  première  développante,  un  point  triple. 

Comnje  K^^^  "incoino  —  «-osinno.  on  a,  d'après  (28*), 

R„  Q  =  [i  —  ail  -r-  n- )\  'i  sin«<j>  -r-  îan  co^no. 

Cette  courbe  est,  comme  toutes  les  développées,  la  résul- 
tante d'une  des  courbes  (3i)  et  d'une  cycloïdale. 

En  faisant  a(i  +  /i-)=ri,  on  a,  comme  dérivée  de  cette 
courbe  transcendante,  la  cycloïdale 

lan 
K  =  -CCS  no. 


qui  est  alj;ébrique,  si  n  est  rationnel  r,d  1.  Si  n  z=  \ ,  la  ra- 
diale de  (3i)  ou  de  (3i')  est  la  podaire  d'une  cycloïde  par 
rapport  à  un  sommet  ou  à  l'intersection  de  la  tangente  d'un 
point  cuspidal  avec  la  tanijenle  aux  sommets. 

h.  Passons  à  une  autre  transformation  traitée  par  Grane. 
Soit  9  l'angle  formé  par  la  tangente  de  Y  au  point  P  et  une 
droite  fixe;  cherchons  l'enveloppe  C„,a  de  la  droite  g  repré- 
sentée dans  le  système  (tangente,  normale)  par  l'équation 

/(.r,  ^,  i-)  =  j'  — a-tangl/jo  — a)  =  o  (?  ^   /   if)* 

Par  differentialion,  selon  (21'),  on  a 

(  V  —  R  )  tang(rt5       a  )  -f-  ./•     I  -1 —  o, 

'  I  c()s-(  «Ci  —  a  I J 

d'où  il  résulte 

H       .  H       .   ,  , 

or  r:= smfrtc;       a)cos(rto  —  a),       v=  sm'in-j    -a). 

Le  point  de  contact  P(^-,j  )  est  donc  la  projection  ilu  point 

correspondant  P,  (./•  7- o,    y -= )    d'une  certaine   déxe- 

l(>l>l>('-e  inlernu'diaire  [vni/-  n"  X))  sur  la  dioileg. 
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De  même,  ou  trouve 


,     —  1  -M    -       a)  -^  (  >  /i  -4-  I  )  H  <'o<i  //  'j       a)|. 

Cl  s  //  -i-  I  .  / 1 


OT        cos(rt?  — a) 
<7.<  //  -i-  I 

_  0)-        siiu»  9       a  )  r  ,^      .  ^  ,.  ^, 

K-j-  ~  i ru,  siiit/i  'j    -  x)  -+-(■>/<  -i-  1  )  K  cos(  nz  —  a)  . 

fts  «  -+_  I  "^  •  .  .  J 

l^es  coordonnées  intiiiiSL't|iies  de  C„,x  sont  donc,  avec 


s' =   I  Acis  = /  rforR|Sin(«'.3  —  a)-i-(2/i-i-i)  Kcosfno      ail, 

J  i-+-  nj     '  "^  .         /  .     .  j 

K'=  ^  = -I  K,  si  11  (n  es  —  a)-r-  fan  -+-  i)  Rcos(rt  w      a)|, 

rt  —  I        (1  -1-  /«)-  ' 

IVous  appelons  celle  dérivée  une  causticoïde  de  F  (  '  ). 

Si  n  :=:  I ,  on  a  la  caustique  :  si  n  =o,  on  trouve  une  dévelop- 

poïde  (a);  enfin,  si  //  = ,  on  trouve  un  autre  cas  rennar- 

quable. 

Comme  la  normale  de  C„,a  contient  le  point  P,,  nous 
allons  déterminer  les  courbes  pour  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  R'  est  diiisé  dans  un  rapport  constant  par  P,. 

En  supposant  fA'=:(i  -l-X)PP,,  on  a  léqualion  dilléren- 
tielle 

sin  (/<  o  —  3t  )  •>. «  -r-  I  I  —  A 

Kl ■■ h  R  cos(/io  —  a  )  = R  cos(  n^  —  a) 

(i  -i-  «  )■-  (  I  -i-  «  )-  '  i-T-  n 


ou 


Ri        r>  1  cos(no    -  a) 

R        "^  sin(rtG    -a) 

dR\ 


^       .      ,         .        /n         dR\ 
Par  intégration  (  n,:z=  T"  /  '  *^" 


/.  (  n  + 1 1  —  n 

R  =  c  (sinnci'  i        " 


"/ 


(')  Quant  aux  causlicoïcles,  loir  \ii.s  Gham:,  Ueber  Kiirwn  mit 
gleichartigen  successiven  Developpoiden  (Thèse,  F.und,  i'^qV-  Loria, 
t.  II,  p.  Sog;  L.  Buaide.  loc.  cit..  p.  37,  note  (i). 


\l 
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et  celte  érjiialion  représente  une  famille  de  courbes  1res  inlé- 
l'essanle.  L'équation  intrinsèque  (.v.  H)  est  {voir  n°  35) 


n  )K^  Il  ,1 


dK 


\\   \   A  I  H-l-  1  )  —  « 

c 


Si  À 


5  on  trouve  comme  radiales  des  rliodonées; 


r  est  aloi-s  (voir  n"  8)  une  cycloïdale. 
lin  représentant  F  par 


s  Ml  nt  o. 


H'  =  f  m  CCS  w  cisiiK  A!  es  —  a)-+-(2/<  -i-  i  )sin  m-:,  co«(nG  —  aij 

(  «  ^-  I  I-  ■  '  .  .         - 1 


■>.  (  n  -^  \  ) 


-  ]  (m  -f-  2 n  -f-  I )  sin  [(  /ii  -^  n  ) o  —  a ] 


-+-  (-in  ■+-  I  --  m)  sin  {(ut  --  /i)ç.  -f-  a]  [, 
l'équation  intrinsèque  est  alors 

n  =  — (  m  -h  2«  -+-  i)  sin  (  o   —  a  ) 

i  (  /i  -T-  I  I  L  \  /t  —  I     '  / 

.     /  m       n  \ 

4-  (  2 /<  -H  I    -  /«  )  sin     7  -r-  a 

\  /t  -I-  I  / 


C'est  la  courbe  résultante  île  deux  cvclou/ales,  dont  Ve\- 
tension  est  indépendante  de  y.;  si  «  =  zt  /«,  on  a  la  i/ci-e/op- 
pante  d' une  cycloïdale  représentée  par  : 


(I)         R 

(II;         K 


3/n 


•^.(  m  -+-  I  )- 

3  /«       ( 

•>.  (  //?  —  I  )■- 


//i  -I-  I   ' 


sma 


1    ' 


■i{in  ~i) 

sin  a 
•2  (  //*  —  I  ) 


La  distance  constante  entre  les  courbes  et  la  développante 
de  la  tlt'velop|)ée,  semblable  à  celle-ci,  est 


sin  a(  //j  -t-  I  ) 

(  3  ///   -H  I) 


sin  ai  «?  —  1  ) 

('\  lit  —  1  ) 


Si  x^zo,  on  a  une  autre  cycloïdale;  pour  la  cycloïde 
(mnri),  on  trouve  une  autre  cycloïde  qui  a  la  même  base 
rectiiigiii'  ot  qui  est  à  la  première  comme  i  :  >. 
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Pour  la  néphroide  |  /«  =:  -  i  ,  la  dérivre  e»l  une  astcroidc 

oblique  ou  (a  "ol  une  asléroïde  droite.   Pour  la  cardio'ùte 

I  /«  =±  -  j  .  ou  a,  dans  le  pieuiier  cas.  uue  népliroïde  ;  dans 

le  deuvièuie  une  circonfért'uce;  enlin  |iuur  V liypocyctoïdc  de 
Steiner  (m  :=:  3)  on  oblienl  une  courbe  ton  i^  rue  nie. 

De  même,  si  2  «  4- i  ± /«  ^=  o,  on  aura  deux  cxcloïdaies 
représentées  par 

(III)  K  =  — rrsin      (1/  —  a    , 

(  wi  H-  I  )î  \   //J  -t-  I     '  / 

(  IV)  R  =  -, —  sin     il  ~  OL]  . 

{ni  —  iy-         \  m—ï     ■  1 

Pour  la  cycloïde  (m^^i)  la  dérivée  est  une  courbe  con- 
gruente;  pour  V liypocycloïde  de  Steiner  (»i  ^  3),  on  aura 

une  astéroïde  droite:  enfin,  pour  la  cardioïde  i  ni  ^±  -U 

on    obtient    une   circonférence   de   ravon    /•^rSsina  ou    une 
hypocycloïde  de  Steiner. 

Nous  remarquons  encore  que  les  causticoïdes  d'une  spirale 
logarithaiique  sont  des  courbes  transcendantes  représentées 
par  (29)  {voir  aussi  n°  55);  celles  d'une  développanle  du 
cercle  sont  les  courbes  (3i)  et  (3i'). 


11. 
LA  COURBE  DE  MANNHEIM. 

27.  La  courbe  de  Mannheim  à  base  rectiligne.  —  Dans 
la  publication  mentionnée  (^voir  n"  3j.  A.  .Manniieim  s'est 
occupé  du  lieu  M  du  centre  de  courbure  correspondant  au 
point  de  contact,  quand  on  fait  rouler  une  courbe  C  sur  l'axe 
des  .r  d'un  système  rectanj;uiaire.  La  courbe  M  {courbe  de 
Mannheim  de  C)  a  l'équation  cartésienne 

(3-2)  f{x,y)^o 

si  l'équation  intrinsèque  de  C  est 

(3i')  /(5,  R)  =  o. 
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Les  coordonnées  intrinsèques  de  M  sont  donc 

s=Jds^i-.-(^-^j   ,  K= ^ 

ds'- 
ou 

3 

(  32'  )     s'  =  fdo  v/lV^  +  RJ,  R'  =  ^^^^^r 

Selon  une  remarque  de  M.  Wolffing  [loc.  cit.,  p.  12),  la 
courbe  de  Mannheim  peut  soivir  à  discuter  la  forme  de  C; 
nous  allons  traiter  plusieurs  exemples: 

1°  Les  points  A,  où  M  coupe  l'axe  des  .r.  correspondent 
aux  points  de  G,  pour  lesquels  U  r=  o;  si  en  ce  cas  l'intégrale 

r' dx 

prise    d'un    ])oint    voisin     à    A    est    infinie,    G   a    un    point 
asjmptotique. 

Exemple.  —  Pour  In  spirale  logarithmique  R  =1:  as,  la  courbe 
de  Mannheim  est  la  droite j}'  =  aa;;  on  obtient 

r^^""  dx        I 
cp  =   1  —  =  —  logo         et         lim  cp  =  30. 

jy^l  y  «  5=0 

La  spirale  a  bien  un  point  asymptolique. 

2°  Si  limcp  est  p^oo,  la  courbe  G  a,  aux  points  correspon- 
dant aux  points  A,  des  rebroussements  ou  des  points  mul- 
tiples dans  lesquels  on  a  R  =:  o. 

3°  Les  rebroussements  de  M  situés  sur  l'axe  des  x^  dont  la 
tangente  est  perpendiculaire  à  cette  droite,  correspondent 
aux  points  triples  à  tangentes  coïncidentes. 

4°  Si  la  courbe  M  a  une  asymptote  j'-r-ra.r -1- A,  la  courbe  C 
a  comme  courbe  asymptoli(jue  une  spirale  lof^arit  h  inique 
Comme  par  exemple  les  paracycloïdes  elles  /lypercycloïdes: 
l'asymptote  y=^  a  correspond  à  un  cercle  asymptotique  de  G, 
dont  le  rayon  est  a;  une  asymptote  ordinaire,  parallèle  à 
l'axe  desj',  représentée  par  j:  ^  h,  nous  fait  reconnaître  un 
point  irinllèxion  ;  enfin  si  M  a  une  asymptote  d' inflexion 
(comme  l'axe  des  y  pour  la  cubique  ./- v  —  «' r^  o  )  d'écjua- 
lioii  X  =  0,  celle-ci  correspond  à  un  fioinf  d'ondulation 
de  G. 
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Kn  général,   on   déduit   des  développemeiils  de   la   lin  du 
n°  17  : 

5<,  (lu  point  szrzo,  la  couibc  de  Maniihciin  a  l'c(jti(ilion 

celle  de  la  courhc  C  est 

y  =  c     "or    "    -+-...  (y  =  f"'-'a:î    '"-t-...)- 

l^ar  (32   )  on  a  une  construction  du  centre  de  conrhiire. 
Soit  {fig.  t3)  0A=3A-,  AP:=:  R.  I.a  sous-ikh  inale  est 

.  -,        r.  d\\        „ 
A^  =  R-7-  =  Ri, 
as 

Fis.  6. 


^<R.' 


d'où    une    construction    simple    de   la    normale.   En    posant 

dK       . 

—r-  =r  tango,  on  a 

ds  "  ■' 

AN=  R  tango. 
I.a  sous-tansente  AT  est  donc  H  coi'j.  d"où  il  résulte 


En  faisant  AQ  —  R.2,  il  faut  mener  par  T  une  parallèle  DE  à 
la  normale,  de  sorte  que  Tli^  =  PN,  alors  la  perpendiculaire 
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EL  abaissée  sur  QIV  coupe  la  normale  PN  au  centre  de  cour- 
bure \\  de  P. 

2S.  Applications.  —  ii.  l'our  les  cycloidales^  réqualion 
intrinsèque  a  la  forme 

(C)  R2  =  asî~-2;Î5-^Y. 

La  courbe  de  Mannheim  est  donc  la  conique 

(  iM  )  y-  =  %x-  -k-  -l'.ix  -^  ^l. 

Si  a<;o,Mestunee//iy)5e, Gest  uiyeépicvcloïde on  unehypo- 
cycloïde,  suivant  que  |a|  >  i  ;  pour  y.  ^ —  i ,  on  a  la  cycloïdc à 
base  rectiligne.  Si  a  >  o,  M  est  une  hyperbole  à^iwi  les  soni- 
tnets  réels  se  trouvent  sur  l'axe  des  jc  ou  des  y  suivant  que 
|3* — ay  ^  G,  alors  C  est  une  paracycloïde  ou  une  liypercy- 
cloïde.  Enfin  si  a  =  o,  la  parabole  y-=  i^x  -\-  y  correspond 
à  la  développante  du  cercle. 

Si  «y  —  3'^  o,  l'hyperbole  est  décomposée  en  deux  droites 
(  les  asymptotes)  ;  G  se  décompose  donc  en  deux  spirales  loga- 
rit/uniques  ï\^=±s\/ôc  [voir  les  développoïdes  des  par  acy- 
cloïdes  et  des  hypercycloïdes  n°  25). 

b.   Pour  la  chainelie 


K  =  —  \c   -I-  e 
•X 


a      - 


n, 


dy        e"  —  e" 

^  = ^->         s  =  a\e"-e    "},         ^  =^  -\e" 

d'où  Ton  déduit  Vérjualion  intrinsèfjue 

a 

La  courbe  de  Mannheim  est  donc  une  parabole  y  =:  «  h-  — , 

'  '^  a 

pour  laquelle  l'axe  des  x  est  la  directrice. 

•29.  Courbe  de  Mannheim  d'ordre  supérieur.  —  Une 
généralisation  de  la  courbe  île  Mannheim,  traitée  par  ce 
géomètre  lui-même,  consiste  à  chercher  le  lieu  M*"'  des 
centres  de  courbure  de  l'ordre  n. 
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Les  coordonnées  cartésiennes  du  (aX  )'«""  cenlre  de  cour- 
bure sont  : 

*  ■   '*  /  y.j,    .  K  ^  H,      ...-H(  — n^Kj/.  : 

celles  du  lieu  du  (•>/.  -i- i)'*"™'  cenlre  de  courbure  sont  : 

i  XH+i=  s  —  R,-h...-i-(      i)*KjA_,, 
(  J'î/.-i=  R  -  R,  — ...-h(— n''R,A. 

Dans  le  premier  cas,  l'expression  de  jc  conlienl  un  terme 
de  plus  que  celui  de  r;  dans  le  second  cas,  le  nombre  des 
termes  est  égal  et  Ion  a 

Alors  .M2/.  +  1  est  la  courbe  de  Mannheini  de  la  résultante 
de  C  et  des  développées  successives  de  l'ordre  2,  4 '/'• 

Ai'i'LiCATio.NS.  —  a.  Soit  C  une  crcloidale 


on  a  alors 


H./;  désignant  le  ravon  de  courbure  de  la  développante  sem- 
blable de  l'ordre  k. 

Les  coordonnées  cartésiennes  d'un  centre  de  courbure  dont 
Tordre  est  positif,  sont  : 

celles  dun  centre  d'un  ordre  négatif  sont  : 


^  "^  6ï  ~ 

I  ; 

R2 

=-?:«• 

K.   =-. 

R- 

,=-*;«. 

K-.=  ^., 

On  trouve  donc  comme  généralisations  des  théorèmes  de 
Mannlieim  : 
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Lorsquon  fait  rouler  la  cycloïdale  C  sur  une  droite,  le 
lieu  des  centres  de  courbure  d'un  ordre  quelconque  est  une 
conique  :  pour  les  centres  d'un  ordre  impair,  la  courbe  est 
semblable  à  la  courbe  de  Mannheim  du  premier  ordre. 

l^oiir  la  cjcloïde  {b  .=:  a)  on  a  donc  allernaliveinenl  des 
cercles  et  des  ellipses,  dont  la  forme  asymplotique  est  aussi 
un  cercle. 

Pour  la  développante  du  cercle 

Ri  =  a,  R  =  rt(j3,  5=  — '—,  H- =2  as, 

Ml  est  la  parabole  y*=^  iax\  pour  Mo(=  M3=  .  .  .  ).  on  a  la 
parabole  congruente 

y"^  —  "y.aix  -^  a). 
Pour  les  paracycloïdes  et  les  hypercycloïdes 

—  «oet  5^—1), 

on  a  des  hyperboles  correspondant  aux  ellipses;  pour  les 
pseudocyclo  ïdes 

«2— R2=dra2 
ou  pour  \dk  spirale  logarithmique 

\\z=S  (/•=€?), 

on  a 

R2n-M  =  5  =    R^(2nH.|),  R^/j  =   R   —   Ro/j, 

d'où   il  résulte 


^4/.  =  5, 

•2^4/.  +  !  =  S, 

^■4/.-t-ï=  O, 

^4/.-(3  =  o; 

JK4A=  O, 

jm.,  =  R, 

yu-+i=  R, 

j4/:-(-3  =  O. 

Les  centres  de  courbure  ont  donc  comme  lieu  :  i°  Taxe 
des  a;  2°  la  couibe  de  .Mannheim  {V  hyperbole  cquilatèrc 
^••i  —  y2=  ±  a'-ou  la  droite  j^r  o-);  3"  l'axe  des  j;  4"  un  point 

b.  Quand  on  mène  par  rorig;iue  d'un  système  rectangu- 
laire des  rayons  équipollentsaux  segments  des  normales  de  M, 
compris  entre  le  point  variable  de  M  et  l'axe  des  .r,  les  coor- 
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données  cartésiennes  des  points  extrêmes  sont  : 

On  aura  donc  comme  lieu  des  points  extrêmes  la  courbe  de 
Mannlieini  de  la  déi'cloppée  de  C. 

Par  celle  transformation  on  aura  pour  chaque  conique 
centrale  une  aulre  conique;  pour  la  parabole  y-  ^^  2(ij;,  on 
obtient  une  parallèle  à  l'axe  des  ./•;  la  transformée  d'une 
courbe  ajjine  à  la  cycloïde  est  une  ellipse;  pour  la  tr ac- 
trice ou  aura  une  courbe  de  cappa;  enfin,  pour  la  cycluïde, 
on  aura  une  circonférence . 

30.  La  courbe  deMannheim  à  base  circulaire.  —  La  dé- 
finition de  la  courbe  de  Mannlieim  fut  généralisée  presque  en 
même  temps  par  deux  mathétnaliciens,  11.  Wieleitner  et 
P.  Krnst;  quelque  temps  plus  lard,  E.  Turriêre  s'en  est  oc- 
cupé. Quand  on  fait  rouler  la  courbe  C  d'équation  intrin- 
sèque 

sur  une  circonférence  de  rayon   «,    les   coordonnées  polaires 
du  lieu  du  centre  de  courbure  de  C  sont 

/■  =  «  1=  K,  s  =  ao), 

d'où  Ton  lire  Féquation  polaire  de  M,  savoir 

r  ^  b  it^i  <t  to  ). 

En  partant  donc  de  courbes  dont  Téqualion  intrinsèque 
est  assez  simple,  on  aura  comme  (M)  des  conchoïdes  d'une 
courbe  connue.  En  appelant,  d'après  Wieleitner,  la  courbe 

(C)  R=:/(S)^-C 

une  conclioïde  intrinsèque  de  la  courbe  C,  on  trouve  : 

La  courbe  de  Mannlieini  à  base  circulaire  d'une  con- 
clioïde intrinsèque  de  C  est  une  conclioïde  de  la  même  dé- 
rivée de  G. 

Applications.  —  a.  Soit  C  une  spirale  logarilJunii|ue 
R  r=r /».y.  l'équalion  polaire  de  M  est  alors  r  ^=.  a  ±  anif^i; 
c'est  donc  une  spirale  d' Arcliiniède.  Celle-ci  est  idenli(|ueà 
toutes  ses  conchoïdes;  àc  même  la  spi/ale  lo:,'^aritlu/itque  esl 
congruenle  à  toutes  ses  conclioïdes  intrinsèquen. 

Scientia,  n"  34.  4 
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b.  De  même  nous  voulons  faire  rouler  une  courbe  de  De- 
/«««fl/ (  roulette  à  base  recliligne  du  foyer  d'une  conique) 
sur  une  circonférence.  On  reconnaît  a  priori,  qu'on  aura  un 
résultat  remarquable,  car  'd'après  le  théorème  de  Steiner) 
ces  courbes  sont  reclijiables  par  des  arcs  de  cercle.  Si  3:  et  ^ 
sont  les  axes  de  l'ellipse,  t  =^\  y.' —  j^'^  :  y.  rexcenlricité  numé- 
rique, l'équation  intrinsèque  de  la  courbe  de  Delaunay  est 


5 

xt  cos  — 


R  =  a 


S(^E-C0S^) 

L'équation  polaire  de  M  est 

i-  —  >£  COS  (  —  m  J 


I 
/•  =  a  -1-  a  — 


En  l'écrivant  sous  la  forme 


/•  =  (  a  -H  -2  îa  )  -f- 


I 


icos(|co) 


on  reconnaît  que  la  courbe  M  est  une  conclioïde  d'une  co«/Z^e 
à  n  ventres;  s'\  a  =z±  oc,  on  a  la  conchoïde  d'une  conique 
par  rapport  au  foyer  (  '). 

31.  La  courbe  générale  de  Mannheim.  —  En  remplaçant 
la  base  recliligne  ou  la  circonférence  par  une  courbe  quel- 
conque r,  représentée  par 

?  =  'f  (,*•;. 

on  aura  comme  lieu  des  /i''"'>"^s  centres  de  courbure,  d'après 
la  dénomination  de  l'auteur,  la  courbe  <^énérale  de  Mann- 
heim de  l'ordre  «,  désignée  pai-  M<"'  (C,  F). 

Soient  (voiryî^'.  7)  A  le  point  de  contact  de  (^  et  l",  M  le 
premier  centre  de  courbure  de  G,  A,  celui  de  F.  Les  coor- 
données de  M  dans  le  système  (tangente,  normale),  xmldonr 


{')    l'o//'  aussi  E.  Ti  liiiititK,  VKnscig/i .   iiiit/i:,  I.    Mil,   n)ii.  \> 
■Ji.  —  II.   \\  iiLicirMiiî,  /bid.,  p.  Mj'S. 
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,1-  =:  O,  j-  =:  p,  d'où  l'un  dciluil,  Miivaiit  (  19), 

OJ"        R  —  p  liy  _  fip 

ds  M  (/s        f/s 

Les  coordonnées  inlnnsè(|ues  de  M  (C.  V)  sont  donc 


(33) 


Iv  -7-  ;iic  lanfr     — 

ils  "^  {^ds  (  K  — p)J 


ris. 


rfp 


M  (CD 


T  '^  {o,o) 

L'angle  entre  la  normale  de  <]  et  celle  de  M  (C,  D  est 

OK  Oi  R 

:^  =  arc  tang  ^r-;  =  arc  tang       '  — -> 
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doii  Ion  déduit  une  construction  de  la  normale  et  de  la  tan- 
j^enle  de  M  (G,  F),  savoir  : 

Si  la  droite  menée  par  A  et  le  deuxième  centre  de  cour- 
hure  .M'  de  C  coupe  le  deuxième  rayon  de  courbure  de  V 
au  point  i\.  on  aura  MN  comme  normale  de  (  M  )  ;  si  A,  M' 
coupe  la  tangente  de  F  au  point  T,  la  droite  MT  est  la  tan- 
gente de  (M). 

Applications.  —  a.  Si  R  -=  oo  ,  la  base  est  une  droite  et  l'on 
aura  les  coordonnées  intrinsèques  de  la  courbe  de  Mann- 
lieini  proprement  dite. 

b.  Soient  C  et  C  deux  courbes  roulantes  pour  lesquelles 

K-p  K'—o  I  I         -x 

alors  les  arcs  correspondants  de  M  (G,  F)   et  c^e  M  (G',  F), 
sont  ésraux. 


f/,0         p  —  Oi  la  11! 
as 


où  a  est  un  angle  constant,  on  a  ^7  =  ~  —  a,  d'où  il  résulte 


(  M  )  s  =  ^  ,  IV 

co«a 


_       P 


Rpr 


l'arc  de  M  (G,  F)  est  =  MT  =  -^  ,  (T)   est  donc  la  déve- 

cos  a 

loppante  de   M  (G,  F);    de   même   on   a   MN  rz:  R',  d'où   l'on 

reconnaît  que  (N)   est   la   développée  de   M  (G,  F);   enfin    bi 

iléveloppée  de  F  est  une  développoïde  de  M  (G,  F)  (  '). 

'\-l.  La  courbe  générale  de  Mannheim  d'ordre  supé- 
rieur. —  a.  Soit  G  une  pseudocycloïde  s' — o- =z  a'  ou 
(rt  :^  o)  la  spirale  logarithmique  p  =  S]  les  coordonnées  des 
centres  de  courbure  successifs  dans   le  système   (tangente, 

C)  I  «/■/•  notre  Thèse  :  Ueber  einii^e  Verallgemeinerungen  des 
liegrUfi's  (1er  Mann  heimsc  lien  Kurve  (lleidcibcrg,  191 1  ).  —  P.\iL  Kknst, 
Die  tilt genifine  Mtinnheimsche  Kurve  (Monatshe/te  Math.  Pliys., 
Vienne,  t.  WIII,  i()i  -.  p.  Q8ij-;>9'i). 
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normale)  sont  alors 

^*n  =  O.  Vwn^l  =  ?-  .'wj-t-î  =  /,  y.,11  +  3  =  «'. 

<l"où  nous  dédiiisotis  le  llu'ori'ine  général  : 

Quand  on  J\nt  luiilcr  la  i>seudocycloï(le  ou  la  sfuralt 
logarit/iini(iue  sur  une  courbe  T,  on  a  comme  M'*"^  (G,  F) 
ta  courbe  Y  elle-même  :  M(*"-^=*)  (C,  F)  est  une  dé'^eloppanLe 
de  T. 

b.  Soient  C  et  F  deux  courbes,  dont  les  équations  inlrin- 
sèques  ont  les  formes 

(1^)  R=A 

(C)  p  =  ii/(s). 

où  [i.  est  une  constante.  Le  lieu  du  premier  centre  de  cour- 
bure de  C  sera  traité  aux  numéros  suivants  ;  pour  le  deuxième 
centre  de  courbure  les  coordonnés  par  rapport  au  système 
mobile  sont 


.  rfp 

ds 

d'où 

l'on  a 

ox                        ,dR^ 
ds               '        '      ds 

ds 

_     dn 

'      ds 

Pour    continuer    le    calcul    nous    supposons    que    l'angle 

azuarc  tan^  4-'  formé  par  deux  tangentes  correspondantes 
^    riX 

de  F   et  de  M'-' (C,  F)  soit  constant;   on    a  donc   léquation 
différentielle 

d[\,  dR 

u.-  —, i-  u(  I  —  a  )  tan^a  -; <  i  —  a  )  =  o 

'       ds  '  '  ds 

ds         d\\         dl\i  , 

ou,  comme  -r-  =  tt—  =  -rr—  =:  «9, 
l\  Kl  U* 

u^R,—  !Ji(i-  \J^)  langaRi  — (l—  ;jt)R  =  o. 

Pour  intégrer  cette  équation   différentielle  à   coefficients 
constants,  nous  posons  R  =  e'"?,  alors  ni  est  une  solution  de 
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Véqualion  auxiliaire 


I  —  [X                        C I  —  a  ) 
m- -i \.;\n^am —  =  (». 


On  a  donc 


(l  —  a)  tanfia  ±  v/(i  —  ,u)  [4  -^  (i  —  ;j.;  lan:;-a  J 

'«1,2=    '■ 

■l[i. 

et  la  courbe  F  est  représentée  par 

(  34  )  R  =  A,  e'".?  -h  A,  e'"^?, 

où  A,  el  A*  sont  deux,  constantes  arbitraires;  lare  de  F   est 
alors 

(34')  s'  =  /  R'  do  =  —  ^"'.?-+-  — f'".?, 

'  ^1  '        nix  ni-i 

d'où  Ton  déduit,  par  élimination  de  cp, 

r/ni(R'—  7«2*')"|"'»  _  \mA  R'—  /»|5')"1"'. 
[  Ai(/»i  —  m-i)  J       ~  L  A2(/»2—  tnx  )  J 

comme  équation  intrinsèque  de  F.  Pour  M*-'  (C,  F)  on  a 


V    \ds  J         \  as  /  CCS  a       ai 

et,  comme  d"^  =  o,  les  coordonnées  intrinsèques  de  M'^'  (C.  F) 
sont 

cosa  CCS  a 

Il  en  résulte  donc  : 

Quand  ou  fait  rouler  la  courue 

(C)  p  =  |ji(Ai  e"'.?  + A,  <""^?) 

,ç//r  /a  courbe 

(F)  R  =  A,  e"'if-i- A.e'"»? 

/e  lieu  des  deuxièmes  centres  de  cou/  hure  de  C  est  semhlahle 
à  la  développée  de  F. 

DiscrssioN  iu:s  c.ornBKS  F  kt  C.  —  I.  Si  les  solutions  «i,  et 
/«J  sont  réelles  et  (liilérentes.  F  et  C  sont  des  courbes  résul- 
tantes de  tleu\  spirales  logaritliini(|ues. 
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S*) 


II.  Si  //i|  et  m.,.  A,  el  A,  soiil  des  nombres  conju;;iiés  com- 
plexes, nous  aurons  les  courbes  (39). 

III.  Si   oc=zo,  on    /;j,  4- ///2^=  o,  C  el   V  sont   des  cyc/oï- 
liales 

;jl*  H-  =  (^1  ---  ;x_)5î  -+-  xti  s  -t-  t'î, 

p-  =  (  I  U  )  5*  -I-  ■>.  C|  5  -I-  Cj, 

où  t'i  el  <%  sonl  les  conslaiiles  arbiliiiiies. 

l\'.  Soil  enfin  m,  mm,  (  =  «<),  alors  F  esl  la  courbe  (29') 
menlionnëe  au  n°  2fi. 


33.  Les  développées  intermédiaires.   —  Soieni  mainte- 
nanl,  comiiiL'  dans  le  doriiiei-  ca^  ihi  numéro  précédenl  C  el  F, 


FiK.  8. 


deux  courbes  représentées  par 

(C)  R-/(s)  =  o, 

(F;  R'-.ul/(0=0, 
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OÙ  ,a  esl  une  constante.  Toiifes  les  courbes  engendrées  par  la 
variation  de  p  forment  une  fantiille  de  courbes  à  courbure 
proportionnelle.  Quand  on  f;ut  rouler  F  sur  G,  de  sorte  que 
les(leu\  courbes  se  louchent  toujours  au\  points  ;i  courbure 
proportionnelle,  le  centre  de  courbure  P)  de  F  divise  le  ravon 
de  courbure  de  G  dans  le  rapport  constant  ).  =  i  —  ^  :  ^\,  les 
coordonnées  de  P>,  dans  le  système  (tangente,  normale)  sont 

donc  a-  =  G,  y  = r-«  (Voir  AV.  8.) 

On  a  donc 


ds 


\ 


5Z 

ds 


dK 


W'' 


m 


l)ds' 

cm 

X  ds 


tangJ=  T— -  =  YU 


ÀR 


Les  coordonnées  intrinsèques  de  (P), ),  que  nous  désignons 
comme  déi'eloppée  intermédiaire  (Zwischenevolule)  ^/e  (,G), 
sont  alors 


^ds-'-+-d[\t. 


^l 


(I 


ou,  en  employant  les  layons  de  courbure  supérieurs  selon  les 
équations 

tm  _  R^  d^  _  HRo—  Rf 

ds        ~' 


R 


dx' 


R» 


(3-5) 


1     si=  -^J'd'f/}JWTR\, 


Rx 


(X2R!^  R^)-' 


{i  ^l  )[}.'- W' -h  Rï(i^X)-^XRR2] 


Si  .r  et  y  sont  les  coordonnées  cartésiennes  de  A,  .ri  et  jj', 
celles  du  centre  de  courbure,  les  coordonnées  de  P),  sont 


XI  = 


Xx  -+-  X\ 


=  '^  —  y  TT 


r 


y"(\-^  k)' 

y* 


_  X  K  -t-  ri  _  '  ■ 

•^'^•-    n-x    -•^■^y'(i^X) 


Comme  ^  esl  l'angle  compris  entre  la  normale  de  A  et  celle 
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(le  P),,  il  faut  diviser  le  ravon  tie  courbure  H,  «le  la  déve- 
loppée dans  le  même  rapport  par  le  point  1*'^  ;  alors  !*>,  P-  est 
la  normale  de  (P>,  )  en  ce  point. 

Pour  avoir  une  construction  du  centre  de  courbure  (^x   du 
point  P> ,  nous  faisons 


(i+X) 


on  a  donc 

R  — N  = 


pu 


X(RR,— K|)v/XM<»-f-  Rf 

(I  +  X  )  [X-^  R-^  ^  Rf  ^  X(  RR.,  -  Rj  )J  ' 


is 


(i^X)v/XîR^-^  R*  (i^X) 


R_N  X(RR2-Rf)  ^X»R2-HRf 


ou  enfin 


ÏÏ-N        d        \ 


,  j .   .        ■       ,,                .            X  (  RRo—  R|  )         c-  I  I- 

a  désignant  1  expression  , ^ — •  bi  la  perpendicu- 

'  ^i-'VX^H-^  l^= 

laire  abaissée  du  point  diviseur  P-  de  K,  sur  P>,Px  coupe  la 
normale  PxP>  au  point  Q,  on  a  P)  Q  :=  d\  il  faut  donc  cher- 
cher le  point  harmonique  F  associé  à  P>,,  (^),  P)  ;  enfin  le 
centre  de  courbure  C),  est  le  centre  du  sei;ment  F  P)    ('). 

:V^.  Relations  entre  les  arcs  correspondants  de  dévelop- 
pées intermédiaires.  —  Pour  Tare  de  (,P->,)  un  a 


.x=-j-^yv/X-^R-^+R?^/T; 


selon  (35)  on  a  donc  la  relation  remarquable  : 

Les  arcs  correspondants  des  déi-eloppées  intermédiaires 
(X)  et  ( —  X)  d'une  courbe  sont  entre  eux  comme 

(t  —  K)  :  (i-hX). 


C)  Voir  notre  article  :  Ueber  die  Kur\en,  tinter  deren  Zwischen- 
evoluten  sich  Kreise  be/inden  (Monatshe/te,  l'ienne,  l.  XIH,  1912). 
—  F. -G.  Tkixeira,  Sur  les  courbes  à  développée  intermédiaire  circu- 
laire. Jbid.,  t.  XXIV,  1913,  p.  348-354.  —  E.  TuKRiÉRE,  Sur  la  cour- 
bure des  lignes  et  des  surfaces  (Bend.  Cire.  mat.  Pal.,  t.  XWM, 
1913).  —  E.  TuRRiKRE,  Sur  une  généralisation  des  courbes  de  liibau- 
cour  {Nouvelles  Annales,  sér.  4,  l.  XIII,  igiS). 
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De  là  il  résulte  : 

Quand  deux  courbes  C>.  et  C-isont,  suivant  leurs/ormes 
et  leurs  positions,  les  développées  intermédiaires  ().)  et 
( —  X)  d'une  courbe  C,  et  quand  deux  points  P>  et  P_)  par- 
courent ces  courbes  avec  des  vitesses  dont  le  rapport  cons- 
tant est  I  —  À  :  I  -hX,  on  a  comme  enveloppe  de  la  droite 
P),  r*_)  lo  développée  G'  de  G. 

Par  variation  de  \  et  en  remplaçant  G  par  une  courbe 
parallèle,  on  a  donc  une  génération  qui  correspond  à  un 
infini  de  l'ordre  2.  Si  /.:=  i.  l'arc  de  la  développée  moyenne 
(Miltelevolute)  est 


i    r^ds'--i-dR^-, 


d'où  il  résuite,  selon  (32')  : 

Les  arcs  correspondants  de  la  courbe  de  Mannheim  et  de 
la  développée  moyenne  sont  entre  eux  comme  2:1. 

Selon  la  définition  de  la  conctioïde  intrinsèque  {voir  n°30), 
on  trouve  : 

Les  arcs  correspondants  de  la  développée  intermédiaire 
(À)  d'une  courbe  G  et  d'une  conc/ioïde  intrinsèque  de  G 
sont  égaux. 

Par  comparaison  de  l'arc  de  la  développée  intermé- 
diaire ().)  de  la  courbe  (G),  R  =:/  {s),  et  de  celui  de  la  déve- 
loppée intermédiaire  ().c)  de  la  courbe  (G'),  Rr=:c/'(5),  on 
trouve 


dK*-, 


«),=  — ^-    f  \/)^  ds'- ^  dH\         $1,.=^ — ^    C^'r-ds-'- 

c(r-t-X)      . 

*>^=  "731x7 '^- 

les  deux  arcs  sont  donc  entre  eux  dans  un   rapport  cons- 
tant. 

En  dérivant  enfin  d'une  courbe 

(C)  /,5,  K)  =  <. 

la  symétrique  intrinsèque 

(C)  /(R,  5)  =  o, 
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OU  Irouve  (jue  les  aies  correspondaiils  île  la  lU-veloppée  inler- 
médiaire  (X)  de  C  el  de  la  développée  inlerinodiaire  (-  )  de 
C  sont  égaux. 

35.  Application.  — ■  Pour  la  coii>liuctioii  du  ravou  de  cour- 
bure, nous  avons  profilé  du  sciîinenl  N  de  R)  ;  cherchons  les 
courbes  pour  lesquelles  \\\  est  proporlionnel  à  N.  En 
posant 

(30)  N=R).(i  — aj, 

on  a.  suivant  (35  )  el  (36), 

À(Rf  — RK,  ) 


XîR2^R?     "  ^'        do 


1  R.\  H, 

(arc  tan-^  I  =  rt,        ^  =  langaç, 


d'où  il  résulte 


dW 


A  tan'Trt'-. 


Par  intégration.    Téquation   intrinsèque   de   F  est  repré- 
sentée par 

(3;)  R  =  csin''(rto;i,         s  =  c  f  iWi^ao)  do, 

d'où  l'on  a 


o  =  —  arc  sin  (  —  )   >  do 


dR 


«\/(?r^ 


L'équation  intrinsèque  (s.  R)  est  donc 

dW 


(37') 


=  ^/ 


rf^~ 


La  famille  de  courbes,  représentée  par  (87)  ou  (37'),  con- 
tient plusieurs  cas  remarquables  : 

I"  Si  rt  =  I.  on  a  \ei  courbes  de  liibaucou/-,  dont  l'équation 
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intrinsèque  a  la  forme  usuelle 

....  ciR 

(38) 


-  n-i  J 


n-t-  1 

t 


(7)""'- 
ï  les 


2°  Sil^=±  {2a  —  i),  on  a  les  spirales  sinusoïdes 

dW 


f  / 
3°  (^)uand  on  fait  À  nz:  a,  (3^')  représente  des  cyclo'Cdales 


(4o)  5=^    /  —  =>  r- s^- -\- ^^  =  c^- \ 

V(r- 

4°  Si  \zzz2a,  on  aura  les  développantes  à  points  triples 
des  cycloïdales 

.,  .  .     .       dK 

(10 


\     r     dK  /^  .  „À-\ 

V    / (R  =  csin2^    ; 


5°  En  faisant  À  =  i,  on  trouve  des  courbes  dont  la  courbe 
de  Mannheim  est  une  courbe  de  Ribaucour;  la  radiale  est 
une  spirale  sinusoïde  ; 

6°  Si  a  r=  —  I ,  on  aura  les  courbes  traitées  par  Cesàro 

/,    -  n^  i     f  dK 

n  —  I    /         /  «-H 


Pour  toutes  ces  courbes  F,   /«  développée  intermédiaire 

V  =z  de  la  développée  intermédiaire  (À)  est  en  même 

temps   la  développée  intermédiaire  (À)    de  la  développée 
de  V. 

'M\.  Les  développées  intermédiaires  des  épicycloïdes.  — 
Regardons  l'épicycloïde,  représentée  par 

(         r'  +  «  /       N  1 

l    X  =  /•    ces  no  —  00s  (  i  -4-  /j  )  c5    , 

(13)  \/l^^  '  '\ 
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dont  un  rehroussement  est  siliié  au  point  |  ./•  =^  -  ,  >•— oj- 

On  aura  celte  courhe  comme  roulette,  en  faisant  rouler  une 

circonférence  de  rayon  /sur  une  autre  de  rayon  — •  Les  coor- 

n 

données  du  centre  de  courbure  sont  : 

/•        r  1   -  «  ,  1 

Xi  = -cos rt'j  -4-  cos(  \  -+-  n)z>\, 

■i.n  -V-  i  \_     n  '  •  J 

/•     r  I  -T-  /i  .  1 

>••>  =  sin  /ri  -H  sin  (  I  -+-//) 'v    , 

-^  ■        ■>  //  -f-  I  L     /t  ■  1 

d'où   l'on   a,  d'après  (35').  la  représentation  jyaraniélriijue 
de  la  développée  intermédiaire  (À) 

i                         r  I  —  //                   ''  I        /  N    1 

I  X  ^  rt  \ cos//'i cos(  I  ~  /j)o    , 

l  L     "  '         '1  J 

/  /o'  \i-\-  n    .  Ih    ■    ,  si 

(^J  )    '  y  =  Il  \ sin  n  o sm  (i  -i-  /O'-^'     > 

j  L     "  •         'i  J 

/       _      X(a/i-i-i)  — I  X(2/J  -H  i) -(- 1 


(  A  -+-  I  )  (  2  «  -i-  1  I  (  X  -h  I  )  (  -2  /J  -H  I  ) 

Les  développées  intermédiaires  sont  donc  des  trochoidales 
[cvcloïdales  allongées  on  raccourcies)  du  même  module; 
on  les  aura,  comme  roulette,  par  le  roulement  d'une  circonfé- 
rence (/,)  sur  une  autre  (  —  )  »  comme  lieu  d'un  point  dont  la 

distance  au  centre  est  égale  à  /<,. 

Comme  cas  spéciaux  de  ce  théorème,  on  a  trouvé  les  déve- 
loppées intermédiaires  de  \si  cardioïde  («i=:i,  n>,:= — 2), 
savoir  des  limaçons  de  Pascal,  celles  de  la  cycloïde  (en  di- 
visant la  normale  rapportée  à  la  base  rectiligne  dans  un 
rapport  constant)  comme  cycloïdes allongées  ou  raccourcies 
(  troclioïdes),  enfin  celles  de  la  développante  du  cercle  (en 
divisant  l'arc  développé  du  cercle  dans  un  rapport  constant) 
comme  développantes  allongées  ou  raccourcies. 

Si  À  =  ±:  (  =  ±  —  )  >  on  a  comme  développée  inter- 

2  /i  --  I  \  a  J 

médiaire  la  base  circulaire,  d'où  l'on  déduit  de  nouveau  la 
propriété  bien  connue  : 

Les  rayons  de  courbure  d'une  cycloïdale  sont  divisés 
harmoniquement  par  les  intersections  de  la  normale  et  de 
la  base  circulaire. 

Suivant  la  définition  originale  des  développées  intermé- 
diaires, nous  avons  le  théorème  : 
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Quand  on  fait  rouler  une  cvcloïdale  {ejcceplc  la  déve- 
loppanle  du  cercle^  les  paracyctoïdes  et  les  liypercycloïdes) 
sur  une  autre,  de  sorte  que  les  arcs  compris  entre  deuj. 
rebroussenienls  successifs  soient  égaux  et  (jue  les  deux 
courbes  se  touchent  au.r  pointsde  courbure  proportionnelle, 
le  lieu  du  centre  de  courbure  est  une  trochoïdale  dont  le 
module  est  celui  de  la  courbe  fixe. 

Comme  nous  supposons  toujours  À  ou  ]ji  réel,  il  faul 
regarder  toutes  les  paracycloïdes  ^^.v- — a-\\-z^  a- b-  formées 
par  la  variation  de  6,  comme  une  fiimille  de  couibes  à  cour- 
bure proportionnelle,  de  même  que  toutes  les  hypercycloïdes 
a'-\\-—  s'-b'-=  a'-b'-et  toutes  les  développantes  du  cercle. 

En  faisant  donc  rouler  une  paracycloide  ou  une  hyper- 
cycloïde  ou  une  développante  du  cercle  sur  une  courbe  du 
même  i;enre,  de  sorte  qu'elles  se  touchent  en  un  certain 
moment  dans  les  points  cuspidau.r  ou  dans  les  sommets,  on 
or,  comme  courbe  de  Mannlieim,  une  paratrochoïde  ou  une 
hyper trochoïde  ou  une  développante  alloni;ée  ou  raccourcie. 

37.  Applications. —  a.  (^)uan(l  on  fait  rouler  la  néphroïde 
(épicycloïde  à  deux  rebroussenienls  réels  .'|  !{--+- .v-rzr  r-)  de 
même  courbure  sur  la  cvcloïde  .ç- -f- K- =;  c-,  la  courbe  de 
iMatmheim  est  la  base  rectiligne  de  la  cycloïde  (/.=:i);  si  la 
cvcloïde  roule  dans  la  même  position  sur  la  néphroïde.,  on  a 

la  base  circulaiie  (  ^- ^= )•  1^*^  même,  si  7,^=1-,  c'est- 
à-dire  si  la  cardioïde  (  '  )  9K*-|-.v-=  c'  roule  à  l'intérieur  de  la 
néphroïde,  on  a  la  base  circulaire,  et  quand  on  fait  rouler 
la  néphroïde  sur  la  cardioïde  en  même  position,  on  a  la  base 
circulaire  de  la  cardioïde,  qui  est  en  même  temps  l'/'yo^è/e?  ( -) 
par  rapport  au  rebroussement  réel. 

b.   l'our  la  cycloïde 

,ri  =  /-((p  —  sintp),  yy—  i{\  —  coso), 

la  développée  intermédiaire  (À)  a  la  représenlalion 

X  =  rtf  —  //  sin-j,         y  ^=  r  —  h  cos'i, 
\        /-(À  — Il  ,  '       /  1 

A  -t- 1  '  ^       ./  j 

c'est  donc,  comme  nous  l'avons  mentionné,  une  trochoïde. 

(')  Quant    ù   la    cardioïtte,   voir   K.    C.   Arciubalp,    '/7ie  cardioidr 
and  somc  of  ils  related  ctirve.  p.    ïS  (  Tlièsc,  Slnislmiiri;,  ifjiio). 
(')   I.icu  (1(1    ccnlre  de  la  iioimalc  |n)lairt'.    rair  I.ohia,  t.    M,  ji.  35'j 
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c.   Les  coordonnées  de  la  dé^cli^ppunlf  du  cercle  sont  : 

X  —-  a   1(0  rosco  </«>  —  tu  cosoj  -+-  (o  siiicj  i, 

y  =  a  I  M  >iii(o  </io     :  (t(  sinio  —  to  C(ts(o  (; 

celles  du  centre  de  courbure  sont 

.'■' ^  (/ costi),  )■'=<■/ siii  oj. 

d'où  l'on  déduit  celles  de  la  développée  inlennétliaire  (À  )  : 

.*i  =  a  i  costo  -f-  ;^ to  sin  to  1 ,      l'i  —  a  (  sin  oj  — oj  costo  | 


qui  représentent  une  développante  allongée  ou  /accourcie 
suivant  que  /.  .^  o  (  '  ). 

38.  Générations  des  développées  intermédiaires  comme 
enveloppes.  —  Pour  avoir  une  génération  des  développées 
intermédiaires  par  des  courbes  osculantes,  reprenons  les 
courbes  de  Hibaucour  (38).  Dans  le  système  mobile  (tan- 
gente, normale  d'un  point  quelconque  1^  de  la  courbe), 
Téquation  de  la  directrice  esl  {Cesàro,  Lezioni,  p.  62  )  : 

,,                                /  "  -^  I  .,         I  -!-  /'   d\\      \ 
f(x,y,  s)=y  —     IV  -. —  a-     =  o. 

En  dérivant  cette  équation  d'après  (21').  on  a  lescooi- 
données  du  point  correspondant  de  l'enveloppe  de  la  direc- 
trice, savoir  : 

n  ~\ 

X  =  0,  V  =  n. 

•^  j. 

L' enveloppe  des  directrices  des  courbes  de  Hibaucour 
de  l'indice  n,  osculant  la  courbe  C,  est  la  développée  inter- 
médiaire (  fx  r^  — ^^  j  À  =3 )  de  C 

Pour  les  cycloïdes  osculantes  («=0),  on  aura  la  déve- 
loppée moyenne  (/.=rF);  pour  les  chaînettes  osculantes 
(rt  =: —  3),  on  aura  l'anlévolule  ( -)  ().  = —  2). 

En  appli([uant  les  théorèmes  précédents,  on  trouve  que  : 
Les  directrices  des  courbes  de  Hibaucour  de  l'indice 


«I 


—  b 


(')    LOKIA,    l.    II,    p     373 
(5)    LORIA,    t.    II,    p.   66. 
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(jiii  osculeni  la  cycloïdale  h- s'- -\- a-V*r^=z  a- h-,  ont  comme 
eiiveloj>i>c  la  base  circulaire  de  C.  I^our  V liypocvcloïde  tri- 
cus]>id(tU\  on  a  Z>:=:±3a;  la  deuxième  géiiéralion  par  des 
paraboles  osculanles  est  mentionnée  parCesàio.  Pour  l'aslé- 
I  oïde  droite  (è=±2a),  on  aura  le  cercle  mené  par  les 
rebroussements  comme  enveloppe  des  directrices  des  chai- 
nettes  osculantes  (X  =r —  t.)  ou  des  astéroïdes  à  points  triples 

39.  La  radiale.  —  Défimtion  et  propriétés.  —  Quand  on 
fait  }i  = — I  dans  les  équations  (35')  le  point  diviseur  Px  se 
trouve  à  l'infini  ;  mais  en  posant  ^(i  +  ).)  =r  t,  y{\  -t-  ).)  =  Yi, 
on  aura  une  courbe  liomolhétique  à  la  dé\eloppée  intermé- 
diaire. 

Le  rapport  linéaire  des  deux  courbes  est  i  -)-  À  :  i  ;  les 
coordonnées  cartésiennes  sont 

\  —  x{i  -h-  X)  -r-  R  cos(p,  -f)  =y(ï  -t-  X)  -^  R  sino. 

En  faisant).  = — i,  les  coordonnées  cartésiennes  sont 

(44)  Ç  =  Rcosc5,  T)  =  Rsin'^; 

les  coordonnées  polaires  sont 

/•  =  R,  w  =  es. 

On  aura  donc  cette  dérivée,  radiale  de  C,  comme  lieu  des 
points  extrêmes  des  rayons  équipollents  aux  rayons  de  cour- 
bure de  C.  La  dénomination  est  due  à  Tucker,  mais  la  chose 
fut  déjà  traitée  par  Mannlieim. 

Si  l'équation  intrinsèque  de  C  est 

'45j  *-=/(H), 

Véf/uation  polaire  de  la  radiale  est 

o.=J-^-dr; 

les  coordonnées  intrinsèques  sont 

(')  Von-  L.  BuALOi:,  Sur  fittelnues  enveloppes  lIKouv.  Aini..  >rv .  i. 
l.  Xni.  u„-i). 
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d'ail   Ion    (Icduil   l'é^alilc  (/es  a/vs  correspuniluiils   de  la 
radidlc  cl  de  la  cotirhe  de  Mn/iu/icirn . 
Liiire  de  la  latliale  est 

Ak       -    /  IV-</'i  --   '    /  l5</.v; 

celle  de  la  courbe  de  Mannlieim, 

A„=  /  Wds. 

Les  (lires  corresp nulanlcs  de  la  courbe  de  Mannlieim  et 
de  la  radiale  sont  entre  elles  comme  2:1. 

Selon  (44)  Tordre  de  la  radiale  d'une  courbe  algébrique  de 
Tordre  n  esl  celui  des  développées  intermédiaires  ou  des  dé- 
veloppées, savoir  on{n  —  1);  si  la  courbe  algébrique  est 
unicursale.  Tordre  se  réduit  à  6(«  —  i). 

ExEMl'LE.  —  Pour  les  coniques,  unicursales  de  Tordre  2, 
Tordre  de  la  radiale  est  6;  selon  Téquation  polaire  {voir 
n«>8) 

R  = 5, 

(  a-  cos-'i  -+-  b^  sin-'i  )- 

on  a  comme  équation  cartésienne 

a*  h'*  a' b'*{x- —  y-)^ 

■^  ~^y    ~       ~  (  «i  cos-s  H- 6-sin-ç)^  ~  {a-x--r-  b-y^y^ 

ou 

(a''-x^-—  b'-y^-\^—  a'*b''{x--T-  y-)-=  o. 

Pour  la  parabole,  elle  se  décompose  en  deux  cubiques. 
Léquation  magique  de  X  antiradiale  de  la  courbe  /•  =:/(uj) 
esl  la  suivante  : 

arcoso  -!- j'  sinçi 

—     sin^i   /  coso/(  ■:,  1  d-:,  —  cos'j.   /  <inç/('i  l  d'Z;     =  o. 

Suivant  la  définition  de  la  courbe  résultante  (n°  22),  on 
reconnaît  que  la  radiale  de  la  courbe  résultante  G  des 
courbes  composantes  G,,  C^,  .  .  . ,  C„  est  la  cissoïde  des  ra- 
diales des  courbes  Ci,  G^,  •  •  . ,  G„. 

De  même  la  radiale  d'une  courbe  résultante  de  Geldune 
circonférence,  c'est-à-dire  d'une  courbe  parallèle  a  G.  est 
une  conclioide  de  la  radiale  de  G. 

Scicntia,  n"  34.  ' 
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W.  Comparaison  des  singularités  de  la  radiale  et  de  la 
courbe  de  Mannheim.  —  Dans  un  certain  sens,  les  deux 
courbes  dérivées  ont  au\  points  correspondants  la  même 
singularité.  Regardons  d'abord  les  singularités  de  M  situées 
sur  Taxe  des  a:.  Soit  R  z=  s"  la  courbe  d'approximation  de  la 
courbe  C;  celle  de  M  est  donc  y  ^  a:" .  Tour  trouver  la 
forme  a|)proximalive  de  la  radiale,  nous  faisons 

rds  I 

(roù  Ton  a 


les  coordonnées  cartésiennes  de  (R)  sont  donc 


^  =  iim/' coso  =  cw'     ",  T,  =  lim /■  sin-^  =  cw'     ", 

d'où  l'on  déduit,  selon  notre  remarque  précédente,  £  =  Cjri", 
comme  courbe  d'approximation  de  (R). 

Par  exemple,  (  R)  et  (  M  )  ont  en  nièint;  temps  des  rebrous- 
sements  au  pôle  ou  sur  l'axe  des  a-,  la  tangente  des  rebrous- 
sements  de  (M  )  est  perpendiculaire  à  la  base  rectiligne  {voir 
pai"  exemple  la  cardioïde  et  la  cycloïde).  De  même  une  sin- 
gularité ponctuelle  ào.  (R)  correspond  à  une  singularité  égale 
de  (VI).  Par  exemple,  l.i  ti actrice  à  base  circulaire  et  la 
tractrice  à  base  rectiligne  sont  en  même  temps  la  radiale  et 
Il  courbe  de  .Mannheim  d'une  certaine  courbe  {voir  n°5l), 
le  rebroussement  de  l'une  correspond  à  celui  de  l'autre.  Si 
a  courbe  de  Mannheim  a  une  asymptote  parallèle  à  l'axe 
des./',  représentée  parj'  — ar=o,  la  radiale  a  une  circonfé- 
rence asymptotique.  dont  le  ravon  est  a. 

Si  a  =  o  {voir  par  exemple  dans  la  tractrice  à  base  recti- 
ligne et  la  tractrice  circulaire)^  l'axe  des  .r  asymplotique 
correspond  au  pôle  asymplotique  de  la  radiale. 

Api'i.iCATlo.NS.  —  a.  .Nous  avons  déjà  mentionné  les  rlm- 
(lonées 

r  ^=  h  cos  —  (o 


comme  radiales  des  cycloïdalcs 
s'-        ftï 


6^='- 
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Eu  supposant  <m)ii  b  imaginaire,  un  a  les  /KirticycloK/cs  ou 
les  /lypercycloùh-s 

fi  _  5!  --f- 

aî  "~  />»  -  —  '  ' 

(lonl  la  radiale 

f)  b  I    -  ut         w  \ 

/•i  =  A  sIj  —  to  -   -  \  (♦"     ^  e    "     I, 
a  •>. 

b  6/-''>         —  ««>\ 

r.,=  bcU-i^=r-\e"     -he    "       , 
ai 

esl  une  cisso'ù/e  additive  ou  sabstractirt'  de  deux  spirales 
logarithtyiiques. 

b.  Selon  les  équations  (87  )  et  (3-  )  la  radiale  de  la  courbe 

r  dK 

s  =  m   I  - 

V{7)      - 
esl  représentée  par 

r  =  c  cos"  (  —  (o\. 

Si  m  =  n.  on  a  les  courbes  mulliplicatrices  de  Clairaul 
comme  radiales  des  courbes  de  Ribaucour  ;  si  «  :=  i ,  on 
trouve  les  ihodonées  suivant  Texemple  précédent. 

c.  La  chainelte  d'égale  résistance  a  pour  équation  intrin- 
sèque R  :=  ;  on  a  donc 


COS'i 


cos-o 
la  développoïde  {y.)  est  représentée  par 

O         D                 u                  "  cos((p— g) 
R,  =  K  cos  a  ~  Kl  sma  =  ; 

Suivant  l'équation  polaire  de  la  radiale 
a  cos(<o  —  a) 

/•  =    T > 

cos-to 

la  radiale  de  la  développoïde  {x)  est  la  parabole 
X-  —  a(x  cos  a  -4-  )  ?in  ï  i  =  o  ; 
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le  pôle  est  situé  sur  la  parabole  elle-même.  Si  a  =  o,  on  a  la 
radiale  de  la  chaînette,  savoir  la  droite  j"  —  «:=:  o;  si  a  =  90°, 
on  aura,  comme  radiale  de  la  développée,  la  parabole 
a:*  —  (iy=zo,  rapportée  au  sommet. 


TH. 

L  ARCUÏDE 

VI.  Définition  et  propriétés.  —  La  troisième  forme  de 
l'équation  intrinsèque 

(46)  (G)     s=f(o) 

a  reçu  de  nos  jours  une  interprétation  bien  intéressante  due 
à  K.  Koestlin  (voir  n°  2).  Il  regarde  Tare  s  et  la  déviation  9 
de  la  tangente  comme  des  coordonnées  axiales;  il  cherche 
donc  l'enveloppe  A  de  la  droite 

(46')  ^ -1- r,  tango  —  .V  =  0. 

Par  différentiation,  on  a  la  représentation  paramétrique 

ï  =  .V — Rsincpcoso,  Tj  =  Rcos-'y; 

en  écrivant  (46')  sous  la  forme 

ç  coscp  -+-  Tf)  sinç  -+-  s  costp  =  o, 
les  coordonnées  intrinsèques  de  Varcuïde  A  sont 

R'=ACOSÇiH j— -(5C0S&),  x' z=    I    R'  d<6 

do'^  '  ./  ' 

ou 

(40")  R'—  -iRsino — Rj  coso,         s' =  jy  —  JKi, 

où  y  est  l'ordonnée  du  point  correspondant  de  (G),  l'j  celle 
du  centre  de  courbure. 

Selon  (46'),  on  a  le  théorème  suivant  : 

L'arciiïde  A  de  la  courbe  résultante  G  des  composantes 
G,,  Gj,  .  .  . ,  G,j  est  la  résultante  des  arcuides  A,,  A.,,  .  .  . ,  A„ 
des  G/. 
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Pour  la  cliainelte  .v  — j // laiif,"^.  ow  n  ciMiiine  enveloppe  de 
(4^')  le  poiiil  i  o,  r,=ia;  alors  rarcuïile  de  (!  <>u  de  la 
résullante  de  C  el  de  la  chaîiielte  ne  diflèrenl  (pie  par  la 
translation  £=:;',  rj  =  rt' -+■  a. 

La  tangente  de  (|6')  prise  entre  le  point  de  contact 
P(;.  fi)  et  le  point  d'intersection  l)(.v,  o)  avec  l'axe  des  a-  est 
(voiryt^.  9) 

PD  =  v/(f  — A-)ï-^T,'-=  Kcos(f, 


d'où  Ion  déduit  : 

La  normale  de  l'arcuïde  passe  par  le  point  li{s.  R), 
c'est-à-dire  par  le  point  correspondant  de  la  courbe  de 
Mannheini. 

Application. —  En  conséquence  de  nos  recherches  concer- 
nant les  développées  intermédiaires,  nous  déterminons  les 
courbes  F,  pour  lesquelles  la  courbe  de  Mannheini  est  une 
développée  intermédiaire  de  l'arcuïde.  En  ce  cas,  on  a 


dK 


R  sin-^  =  a^'R  sin-^  —"Ri  cos3  i, 
>,  u  —  1    rfs  sino 


R  =  G  CCS    ^ 


COS' 


Suivant  la  classification  du  n"  35,  la  radiale  est  une  courbe 
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multiplicalrice,  la  courbe  F  est  donc  une  courbe  de  Ribaii- 
cour.  Si /j.  =:  (  (À  tir:  o),  la  radiale  est  une  droite,  alors  F  est 
une  chaînette  d'égale  résistance  et,  comoie  la  courbe  de 
Mannheim  est  une  chaînette  ordinaire,  nous  trouvons  : 

Parmi  les  arcuïdes  d'une  chaînette  d'égale  résistance, 
il  y  a  une  tractrice,  qui  est  la  développante  de  la  courbe 
de  Mannheim. 

i2.  Arcuïdes  de  courbes  algébriques.  —  Comme  toutes 
les  courbes  représentées  par 

(47)  «=/(?  — 'foj, 

* 

où  Oo  est  une  constante  arbitraire,  sont  congruentes  entre 
elles,  chaque  courbe  F  aura  oo'  arcuïdes,  différentes  entre 
elles  par  la  valeur  de  Ço.  La  transformation  par  laquelle  on 
obtient  toutes  les  arcuïdes,  si  Ton  en  connaît  une,  sera  traitée 
au  a"  V3;  nous  allons  déduire  d'abord  plusieurs  autres  pro- 
priétés remarquables. 

L'arcuïde  d'une  courbe  F  (F  étant  algébrique  ou  transcen- 
dante) n'est  algébrique  que  si  l'équation  intrinsèque  de  F  a 
la  forme 

(48;  ^{s,  langcp)  =  o, 

où  <^  est  une  fonction  algébrique.  Si  F  est  une  courbe  algé- 
brique, 

(48')  /(^,^)  =  o, 

on  a 

(48")  •  tangç=--^:^, 

d'où,  par  élimination  de  tango  entre  (48)  et  (48  )>  on  aura 
une  équation  algébrique 

(48'")  ^{s,x,y)==o, 

entre  l'arc  de  F  et  les  coordonnées  de  son  point  extrême. 

Inversement,  étant  tipnnées  les  équations  (48')  et  (48""), 
on  obtient,  par  élimination  de  x  et  y^  l'équation  (48),  d'où  il 
résulte  : 

Les  arcuïdes  des  courbes  algébriques,  algébriquement 
rectifiables  {ce  qui  donne,  d'après  un  théorème  de  Hum- 


I.  Aiiii  ii>i:. 


herl.  ifs  (hii'/()/i/>rfx  i/i-  (ontfs  /t-s  courln-s  uli^rbrùjues)  sont 
(le  iin'mf  des  cmiilus  al^chrifjufs. 

^1  r  N;iiisf;iil  ;i  mit'  oijiKition  dillVi  enlit'IIe 

V  ètanl  une  fonclion  entière  ralionnelle).  on  a.  ■^elon  (4<J') 
et  (49), 

(  49  )  TT .'  ^  -^'  JK  =  o.      -  ;  = , ,      r,  =  ^^ ^^^  , 

d'où  l'on  ilédnit.  par  éliminolioii  de  v.  y',  v" . 


c'est-à-dire  une  équation  analo£;ue  pour  larcuïde  de  V 
De  même,  comme  selon  (46") 


yi  =  r 


y 

on  a 

I  -4-  v'* 

(49)  ^'  =  r-^^=^. 

y 

et,  en  éliminant  j.  >'.  >  "  de  (49),  (49')  et  (49"),  on  obtient 
une  équation  algébrique 

(50)  Fî(*',  i^J  =  o- 
Nous  trouvons  donc  : 

Pour  chaque  courbe  satisfaisant  à  une  équation  diffé- 
rentielle algébrique  (49),  l'arcuïde  est  algébrique,  algé- 
briquement reclifiable  et  elle  satisfait  à  une  équation 
différentielle  du  même  génie. 

Pour  les  courbes  algébriques,  algébriquement  rectifiables, 
larcuïde  a  une  autre  propriété  intéressante.  Les  arcuïdes 
des  courbes  (47)  sont  les  envelojipes  des  droites  menées 
par  D(5,  o)  formant  avec  la  tangente  de  (46)  l'angle  cons- 
tant ©0, 

La  transformation  par  laquelle  on  a  toutes  les  arcuïdes 
d'une  courbe  par  une  seule  a  été  traitée  profondément  par 
koesllin  ;  nous  l'appellerons  donc  la  iransforination  de 
Koestlin.  Si   Y   est   une  courbe   algébri(jue.  algébrique  nient 
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reclirial)le,  toutes  les  arcuïdes  sont  aussi  algébriques,  alijé- 
briquement  reclifiables.  Mais  si  F  est  une  courbe  transcen- 
dante qui  satisfait  une  équation  difTérentielle  algébrique  dans 
une  certaine  position,  les  transformées  ne  sont  plus  algé- 
briques. 

KxEMiM-ES.  —  Pour  la  cycloïde 

j  =  rt(  w  —  sin tu  ),         JK  =  "(^  —  cosio  ), 

on  a 

dv  w 

tansïo  =  -j^  ^  cet  —  j 
'  '        dx  1 

d'où  l'on  déduit  l'équation  difTérenlielle  r  (i  -\- y'-)  —  2a=:o. 
De  tnème,  on  aura  des  équations  de  la  forme  (49)  pour  les 
courbes  trigonomélriques  y  =  tan  g"  (w.r).  y  =  sin"(/».r),  etc. 

W.  Généralisation  de  la  transformation  de  Koestlin.  — 
Nous  allons  maintenant  généraliser  la  transformation  de 
Koestlin  en  dh'isant  la  tangente  T  ou  la  normale  l\,  com- 
prise entre  le  point  variable  P  de  la  courbe  Y  et  l'inter- 
section pQ  avec  l'axe  des  x^  par  le  point  P^  dans  le  rapport 
constant  i  —  a',  a,  et  en  menant  par  P^  une  droite  ga.n 
formant  avec  ï  ou  N  l'angle  constant  a;  cherchons  l'en- 
veloppe K,,.a  de  ga.oi- 

Soit 

(5i;    a~cos'^-|-^sino — /(o)cos'^  =  o     ou     a"-f-jKiangcp — y(œ)  =  o. 

l'équation  magique  de  F.  La  représentation  paramétrique  est 
donc 

(V  )         x—f{o) — /'(tp)  sinep  costp,         ^  = /"'((p)  cos'ç; 

les  coordonnées  de  P„  sont 

(■')i')    x„=f{o)  —  a/'(9)  coscp  sinç,    j'„  =  a/'(tp)  cos^tp. 

L'équation  de  ga.a  est  donc 

^.  —  J'«  =-- —  col(cp -+- a)(^  —  J?,,) 
ou 

^  cos(o  -f-a)-i-Tjsin(tp  +  a) 

—  [./"(?)  cos((p  -f-  a)  -^  «  sina  /"'(cp)  cos'y]  =  o, 

et,  en  faisant  o  4-  a  =  r,  elle  a  la  forme  usuelle 

(Si")     K„  a=  $  cost -i-r)  sinT 

—  [/(T  —  et)  cosx  -f-a  sina/'CT  —  a)  cos(t  —  a)]  =  o. 
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Si  r/ =  1 ,  oïl  aura  la  dévelonpoïde  (a)  de  V ;  si  a  =z  o,  la 
transformée  de  koestlin  est  représentée  par 

;  -i-  7,  laiii;-:  — /(":  —  a  )  —  o. 

Z,rt  transformée  K.,,-t  6'.s7  «/o/jc  /«  rcsultanlc  de  tleu.i 
composantes  semblables  à  la  transformée  K^.,,  et  à  la  dé- 
veloppoïde  (a)  K,  -j- 

On  peut  exprimer  celle  propriété  par  l'équalioii  symbo- 
lique 

K„,-(=  aK,.a-r-  (i  —  « jK,,.»- 

De  même,  on  a 

I^d.x-^  l^(<.-a=  2K„_o, 

la    résultante  de  deu.v   transformées  aux  angles  ±  y.  est 
homothé tique  à  la  courbe  r(=:  Ka,o)  dans  le  rapport  2:1. 
Enfin,  comme 

la  résultante  de  deux  transformées,  différant  par  le  signe 
de  a,  est  homothétique  à  la  déieloppoïde  (a). 
Les  coordonnées  intrinsèques  de  K^.x  sont  : 

/   R^,  3j  =  —  2/"(ç  )  sin('^  —  a  j  —  aa  sina  ?,inof''{^) 
\  -H  cos('f -r- z  )/'(ç  )  -;-     rt  sina  cos<^/'(9  ) 

C52)     '  =  rtR,,3t-^-(i  — a)Ro,a. 


•'>'«.a=    /   R(i,a '^'f  =  "*i.a+ <^I  —  «  •*o,a- 


Comme  la  développoïde  d'une  courbe  algébrique,  algé- 
briquement rectifiable,  a  les  mêmes  propriétés,  nous  trouvons 
que  : 

Pour  l'arcuïde  d'une  courbe  algébrique,  algébrique- 
ment rectifiable,  la  transformée  K„.x  ^st  de  même  algé- 
brique, algébriquement  rectifiable  ('). 

k'*.  Exemples.  —  a.  La  circonférence  (r)  a  les  coordonnées 
intrinsèques  .ç  =1  rc?,  R=i/-;  l'équation  de  Tarcuide  est  donc 

(53)  j;  sin-^ -r- j- cos'f  —  /'o«in'^  =  o, 


(')  E.  Koestlin,  Math.  Mitt.  Witittemberg.  {i),  8,  igo'j. 
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d'où  l'on  déduit  l'équalion  intrinsèque  R  m  2/"  cos^  ;  c'est 
donc  une  cycloïde,  pour  laquelle,  en  conséquence  de  l'équa- 
tion (02),  l'axe  des  .c  est  la  tangente  aux  sommets. 

L'équalion  intrinsèque  de  Ka,^  est  H„,(x=  2  r  sin  (  cp  4- a)  ; 
on  a  donc  le  théorème,  f^énèralisation  de  celui  de  koesllin  : 

Toutes  les  transformées  K^^a  d'une  cycloïde  sont  des 
courbes  congruentes;  elles  sont  en  même  temps  les  dévelop- 
poïdes  intermédiaires  de  la  dé^'eloopante  congruente. 

b.  La  spirale  logarithmique  R  ^  ce'"?  est  une  généralisa- 
lion  du  cercle  (/«:=o);  de  même  l'arcuïde  de  la  spirale 
logarithmique  représentée  par 

(53')  j;  coso  -I- y  sin  cp  —  ce'"?  cosç  =  o, 

désignée  comme  logaritlunoïde,  est  une  généralisation  de  la 
cycloïde.  En  effet,  en  écrivant  (53')  sous  la  forme 

e'"?— 1  ,    , 

X  coscp  -i-j>'  siiitp  —  in  c coso  =  0  {x  ^  x  —  c), 

et  en  faisant  m  =  0,  c  =  go,  de  sorte  que  lim  me  =^  r,  on  a. 
par  un  passage  à  la  limite,  la  cycloïde  (53'). 

c.  Ivoestlin  a  trouvé  que  j)0ur  chaque  aslroïde  droite  ou 
oblique,  dont  l'ave  des  .r  est  une  tangente  double,  la  trans- 
formée Ko. a  est  une  autre  aslroïde  droite  ou  oblique. 

Pour  généraliser  cette  propriété,  prenons  une  aslroïde 
oblique 

X  coscp  -h y  sinti  —  c  sin(o  -4-  cp,, )  cos<p  =  o. 

L'équalion  de  Ka.y.  est  donc 

Ç  cos(ç  -+■  a)-+-r,  sin(ç-T-a) 

—  c[sin(çp  -i-  ço)  cos(o  -i-  a)  h-  a  sin  a  coscp  cos(cp  -1-  cpo)  ]  =0 

ou  (<p  =  7  —  a) 

;  COST  -+-  r,  siuT 

—  c  ]  sin  T  ct)S':[cos(cpo —  a)  —  a  sina  sin(  cp„  —  2 a  )] 
-t-  cos2t[  sin(cpg  —  a)  -4-  a  sina  ct)s(cii, —  jtT.  )] 

—  a  •iin-a  sin(Oo —  3t)  J  =0. 
En  l'écrivant  sous  la  forme 

;  cosT  -f-  r,  sinT  —  [A  sin  2t  -^    15  cos  2-:  -f-  (]]  =  o, 

A  =  -  [  cos(cpo —  a)  —  a  sina  siiu  cp„ —  aa)], 

B  =  -[  sinfcp,, —  ai-f-rtsina  cos(cpo  —  2  a)  J, 

C  =  -  ^/  sina  cos(c5o  —  2  a)  -h  (  -  —  a  sin- a  )  sin  (oo  —  a  ), 
2  '  \  2  /  • 
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ce  (|ui  leprt'senle  mit'  dsl/oïdi-  i)/>/ii/iu\  on  aiiiii  At's  )istn>ï(/cs 
droites,  si  il  r-zo.  I.ii  tiMiisfonmH"  l'-t  une  aslroùlc  à  points 
triples  (courbe  de  Hibauoom)  si  ()(.\'- -i- IV- )  —  (V- — ^o;  on 
aura  une  croiv  itc  Malle  {asltonlc  à  poinl  m/tafa/ii^'entiel), 
si  A^  4- 8^  =  0- . 

<i.  Enfin,  riivporvcloïde  lrii'u-|>i(lale  esl  rarrunlf  d'une 
àstro'ùle  droite;  Laj::uerie  a  Irouvt'  <|ue  clia(|ue  K„cx  rapporté 
à  une  tangente  quelconque  comme  axe  de  Iransfornialion, 
est  une  courbe  congruente;  comme  la  développoïde  (a)  est 
semblable  à  l'Iivpocvcloïde,  nous  arrivons  au  théorème  sui- 
vant : 

Lorsqu'on  (ù\ise  le  se^^nient  de  la  tdHi^ente  T  (lutte 
hypocveloïde  trieuspidale ,  eomprisc  entre  le  point  de 
contact  P  et  l'intersection  P,,  m^ec  une  tangente  (luelcontjue 
mais  Jixe,  par  le  point  Va  dans  le  rapport  constant  i  —  a  '.  a, 
l'eni'eloppe  des  droites  ga.oL  nienées  par  V„,  et  formant  un 
angle  constant  avec  T,  est  une  hypocycloïde  semblable. 

Pour  reconnaître  la  forme  et  la  position  de  K^.a-  supposons 
que  l'axe  des  .r  soit  tangente  à  l'origine;  en  ce  cas  la  podaire 
est  un  bij'olium  obliijue.  représenté  par  Téquation  polaire 

p  =  sin-'v  cos(  Ci  —  S  ^ 

L'équation  magique  de  llivpocycloïde  est  donc 
.;•  sin  -i  -+-_^  cos«p  —  sin^o  cos(œ  —  P)  =  o 

et,  comme 

j\'i)  =  sin(pcos(cp  —  j3),         /'(?)  =  cos(2«  —  ^), 
/'((p)  =  — 2sin(2ci  — 3), 

la  podaire  de  ka_a  est 

p„_3j=r  sincp  cos((j)  —  P)cos(cp  +  a)  -t-a  sin  a  cosç  cosCi-v  —  P) 


P5t  ,,  =  A  cos  a  -H  B  sin  co  -I-  -  \  \-^  \a{a-^\)  sin*  a  si  n(  3o  -V-  Çu) 

-   '\  )  '  '        "* 

^^'*  '^    '  r  cns(a  —  ^)  -+-  la  sina  sin  fil 

[^''"S?»=   sin,a-^)^2asinaoosij  " 

Par  les  constantes   A  et    B,   on  aura  les  coordonnées  du 
centre  du  cercle  inscrit  à  k„.a;  comme  la  podaire  de  riivpu- 
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cycloïde  (54)  par  rapport  à  ce  centre  est 

o'=  -  cos(3o  —  ^), 
4 

le  rayon  de  ce  cercle  est  /•:=-.  celui  du  cercle  inscrit  à  K^,  « 

-'  .\ 

est  donc 

I    / -, ■ —       ■    ., 

4 

.Nous  arrivons  donc  aux  propriétés  remarquables  de  K^  ,1  : 

I.  L'extension  deK^i  y^  est  indépendante  de  |3,  c'est-à-dire 
de  la  tangente  choisie  comme  axe  de  transformation; 
les  deux  transformées  Iv^,»  ^^  Vt^a.—'xsonl  congruenles  entre 
elles;  de  même  K,ï,a  ^t  K_(,^a),a' 

II.  K,i,^est  congruente  à  l' hypocycloïdeT ,  non  seulement 
si  a=:o  (ce  qui  correspond  au  théorème  de  Laguerre),  mais 
aussi  si  «  =r  —  i  ;  e/i  ce  cas  le  point  diviseur  est  symétrique 
à  F  par  rapport  à  Pq. 

45.  Génération  des  arcuïdes  comme  glissettes.  —  Pour 
avoir  une  autre  génération  remarquable  îles  arcuïdes,  nous 
mentionnons  les  glissettes.  Quand  on  fait  glisser  la  courbe 
d'équation  polaire  r--f{(p)  sur  une  droite,  de  sorte  qu'elle 
soit  toujours  tangente  à  l'axe  desj:,  les  coordonnées  polaires 
de  la  glissette  du  pôle  sont 

r 

p  =  /•,  M  =  arc  tang  —  • 

les  coordonnées  cartésiennes  sont  donc 

rr'  !•- 


^r--\-r'*  f/r--^-r'- 

Pour  une  spirale  sinusoïde  r"  ^  sinno,  on  a  (j)—:n^; 
la  glissette  du  pôle  est  donc  la  courbe  multiplicatrire  de 
Clairaut  p"=:  sinco  {voir  aussi  p.  88). 

De  même,  nous  faisons  glisser  la  courbe  iZ,  y  =zf{x),  sur 
une  droite  (r/  =  o);  trouver  l'enveloppe  E  de  Taxe  des  x. 

Supposons  que  le.  point  de  contact  de  la  glissante  C  soil 
Torigine;  l'abscisse  de  l'intersection  de  l'axe  des  o"  avec  l'axe 
des  4  est  égale  à  la  tangente  de  G,  savoir  _}^y/i  -+-  r'*.  L'angle 
enlie  les  droites  yj  =  o  et  l'axe  des  .r  de  C  est  o  =  arc  langy'. 


L  ARCU'lDR. 

L'équation  île  E  est  donc 


TQ  _!-    ty'  — j'  y/j  _i_^'S  =  O,  ;  sillÇ  4-  fj  C0SC5  )'     =  O, 

et  entlii 

E  ^^  ^  siiifp  -f-  Tj  coso  —  I   \\  siii.i  t/j.  —  o. 

La  développée  de  E  est  représentée  par 

;  cos»  —  T,  sin  cp  —  U  sin  o  =  o 
OU 

E|  =  ;  col  C5  —  y,  —  W  =  o, 

et  Ton  reconnaît  aisément,  que  la  déielop/>ée  E,  de  fa  glis- 
sette  E  est  l'arcuide  de  la  développée  de  C. 

Pour  deu\  courbes  C  el  G'  parallèles  entre  elles 

(R'=  R-h  c), 

les  enveloppes  sont  transformables  entre  elles  par  une  trans- 
lation parallèle  à  Taxe  des  n;  inversement  pour  la  courbe 
C'[y  :=/{3[:)  -h  c],  on  aura  comme  glissetle  une  courbe 
parallèle  à  la  glisselte  de  G. 

Applications.  —  a.  Soit  G  une  courbe  de  Ribaucour, 
représentée  par 

X  =  ani   j  sin"'t;  d-^,  y  =:  a  cos"'œ, 

l'équation  de  E  est  donc 

sin  -^  -^  T,  cos  o  —  a  ces'"  '-j,  =  o, 

ce  qui  représente  une  famille  de  courbes  très  intéressantes  : 

1°  Si  m=z2,  on  trouve  que  :  Quand  on  fait  glisser  une 
cycloïde  sur  une  droite,  l'enveloppe  de  la  direetrice  est 
l'astroïde  oblique  ayant  un  point  autotangentiel :  l'en- 
veloppe d'une  parallèle  à  la  directrice  est  donc  une  autre 
astroïde,  droite  ou  oblique:  inversement,  quand  on  (ail 
rouler  la  cycloïde  sur  une  droite,  on  aura,  comme  enveloppe 
d'une  parallèle  à  la  directrice,  une  astroïde  oblique  ou  droite. 

2°  Si  m  =  3,  il  résulte  :  Quand  on  fait  glisser  une 
astroïde  oblique  ou  droite^  on  aura  comme  enveloppe  d'un 
axe  de  symétrie  la  podaire  négative  du  folium  simple 
r^za  cos'o,  c'est-à-dire  une  liypocycloide  tricuspidale. 
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3"  Si  ///  r-r  —  I,  on  a  comme  glisselle  iL' une  cfiaLnetLc  une 
parabole,  rap/joilée  au  foyer  ;  inversement  la  roulette  du 
fover  d'une  parabole  roulant  sur  une  droite  est  une  chaî- 
nette. 

b.  Pour  la  développante  du  cercle,  on  a  comme  enveloppe 
d'une  droite,  menée  par  le  centre  du  cercle,  une  cycloide; 
pour  la  développante  d' une  spirale  logarithniujue,  on  aura 
une  logarithnioide. 

VO.  Généralisation  de  l'arcuïde.  —  Nous  allons  maintenant 
généraliser  I  arcui<it'  de  M.  Kdc-'tlin  tie  même  que  la  couibe 
de  Manulieim,  en  remplaçant  la  base  droite  par  une  base 
curviligne. 

Soient  donc  (G)  et  (Ci)  deux  courbes  aux  équations 
intrinsèques  : 

i  (G)      R  =  /(i-j, 


(54) 

'  (C,)      p  =  F(^-); 

si  V  sur  G  et  P'  sur  G'  sont  deux  points  correspondant  à 
la  même  valeur  de  .s,  nous  menons  par  P  une  droite  paral- 
lèle à  la  tangente  de  P',  qui  aura  comme  enveloppe 
A  (G,  G,)  l'arcuïde  générale  de  G  ou  l'arcuïde  de  G'  par 
rapport  à  G. 

L'équation   de   la   parallèle  g  dans  le  système  (tangente, 
normale)  de  P  est 


(34)    jKx,y,s)~y  —  xlAi\^'l  =  o 


b-M.~^)\ 


l^ar  difierentiation  de  cette  équation,  d'après  (21'),  on 
aura 

{y  —  li  )  la  n  «jr  0  -t-  ar  H r  —  ^  <>•. 

^•^  /        o  .  cos^ij;    p 

les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  donc 

(Pi;  a;  =  c  sin  (L  cos'^,  y  ^=  p  s\n-<l. 

Par  suite,  le  point  de  contact  P,  est  la  projection  du  point 
(a'irzo,  Krrro),  c'est-à-dire  du  poitU  correspondant  de  la 
courbe  générale  de  Mannheim  M  (G,  G,)  sur  la  tan- 
gente (54'). 

Pour  exprimer  les  coordonnées  intrinsèques  de  A.  (G,  G,), 
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nous  foiimms 


ai'  '  I  (ts         '  |{  1 

o.K        .    ,  r  </p  -A  H  —  p        ,1 

as  '  [^ds        '  H  ^J 


Alors  on  a  successivemenl 


.        dz    .  >.W- 


me  taii"  ^^  =  o 


et  /ei"  cooidonnces  intrinsci/aes  de  A  (C,  Ci)  sont 

^ 

/  ÏÏ  =  p,  sin-{/ 


(54") 


9.  R 


COS(J/, 


Oi  désignant  le  ravon  de  courbure  de  la  développée  de  C,. 

l*renons  rnainlenaiil  deu\  arcuïdes  générales,  dont  les  tan- 
gentes correspondantes  ont  les  équations 


g  =  xlan^<^—y 


X  tang('i/  — ^  a  I  —  y 


o; 


X  étant  une  constante.  La  ti-ansformalion,  par  laquelle  ot> 
aura  Tenveloppe  de  :,*'  par  celle  de  :,-  est  la  même  (|ue  nous 
avons  appliquée  sur  les  arcuïdes  à  base  recliligne ;  elle  est 
causée  par  une  rotation  de  C,. 

On  reconnaît  bien  que  le  point  P  (.y  =  o,  v  =  p)  contenant 
la  normale  de  A(C,  G,)  reste  immobile,  quand  on  l'ait 
variera;  de  même  pour  toutes  les  arcuïdes  générales  trans- 
formables entre  elles  par  la  variation  de  a,  le  centre  de 
courbure  est,  suivant  (54"),  la  projection  du  point 


Pi,  y 


0  (  2  R 


R 


sur  la  normale  de  l'enveloppe. 

En  faisant,  dans  les   équations   (54"),   (]/ =;  i/i — y--,  Tare  .? 
aura  la  forme 

.Sx     ■-  F  cosa  -r-  Q  sin  a. 

où   P   et  Q   sont  des   fonctions  de  s\  pour  une  autre  trans- 
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formée,  on  aura 


5q  =  P  ces  3  -^  Q  sin  ^, 


d'où  Ton  déduit 


Si  entre  les  x'  transformées,  on  a  deux  enveloppes  algé- 
briquement rectijiables,  toutes  les  transformées  ont  cette 
propriété. 

■exemples.  —  a.  Si  G  ^  G|,  on  aura  o  ^  R,  'j/  est  constant  ; 
Tarcuide  générale  est  donc  la  développoïde  {y.)  de  G,  ou 
(ar^o)  \di  développée.  La  construclion  du  point  de  contact 
et  du  centre  de  courbure  est  traitée  au  n°  ^5. 

h.  Si  R  :=- oc,  on  aura  rarcuïde  proprement  dite,  que  nous 
a\ons  étudiée  aux  numéros  précédents. 

c.  Si  R:=const.p,  l'arcuïde  générale  est  la  causticoïde., 
dont  nous  avons  mentionné  les  propriétés  principales  au 
n"  '26. 

Nous  nous  occuperons  des  arcuïdes  générales,  comme 
exemples,  dans  la  théorie  des  roulettes,  théorie  dont  nous 
allons  développer  les  propriétés  principales  (*). 


IV. 

LES  ROULETTES. 

V7.  Définition  et  coordonnées  intrinsèques  (-).  —  Hiiand 

(111  (ail  loiiler  une  courbe  (]  sur  une  aiilie  courbe  C,  appelée 
hase  curviligne,  on  a,  comme  lieu  d'un  point  P  fixe  sur  le 
j)lan  de  G,  une  certaine  courbe  <][>,  une  roulette  proprement 
dite.  Si  l'on  connaît  deux  des  trois  courbes  G,  G,,  <I>,  on  peut 
déterminer  la  troisième;  presque  toujours  on  cherche  des 
propriétés  de  <1>  résultant  de  celles  de  G  et  de  G,.  G'est  prin- 
cipalemeul  A.  Maiinheim  (jui  s'en  est  occupé  dans  son  œuvre 
magistrale  en  appliquant  des  recherches  géométri(|ues;  ici. 
nous  allons  développer  les  propriétés  fondamentales  des  rou- 
lettes à  l'aide  des  coordonnées  intrinsèques. 


(')  HnsANT,  Notes  on  roulettes  and  glissettes.  Cambridge,  i.Si)o. 
C)   Voir  priiicipaleincnl  la  Géom.  cinérn.  de  A.   Manmikim. 
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Ri 


ris. 


Scientia,  w  3i. 
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Soienl 

i  (G,)     R'=;?(*; 

les  équations  intrinsèques  de  C  et  de  C,  ;  supposons  que  les 
deux  courbes  se  touchent  en  un  point  A,  de  sorte  que  les 
centres  de  courbure  M  et  M'  soient  séparés  par  la  tangente 
du  point  A  {\o\r  fi  g.  lo). 

Soient    de   même    x  et   y  les  coordonnées  de   P   dans  le 
système  mobile  de  C;  on  aura  alors  dans  le  système  de  C,  : 

ùx       dx        y  ^J'  _  ^y        ^ 

Is^  'ds^'K~^'  Ts~~ds~W 

et,  comme  P  est  fixe  sur  le  plan  de  G,  il  faut  ajouter 
dx  _  y  dy  x 

d'où  il  résulte  : 

Zx       y  hy  X  I  \  \  \ 


^'^^  -^         ds        Q'  ds  Q  \(^        K    '    H' 


On  a  donc 


d'où  Ton  déduit 


OV  r-  X 

ox  "  y 


La  normale  de  la  roulette  passe  toujours  par  le  point  de 
contact  correspondant. 


-    '  on  a 


l^n  faisant  .r  =  p  cosô,   y  =:  p  sin  5  |  9  =  ^  —  -  j 
.  _     / /oxy-       /or\2       p  d^  _        i         sinO 

''-'V  \d^)  -^[ds)  -q'      dJ-'-w^^' 

et  les  coordonnées  intrinsèques  de  la  roulette  sont  : 
(:>■-.")  s'=  fl-ds,  l\"=  ^f-^. 

Pour  déduire  de  l'expression  de  K"  une  construction  du 
centre  de  courbure  C  de  I*,  nous  profitons  du  leinme  sui- 
vant {\o'\v  Jig.  \oa)  : 

(Jua/td  on  mène  par  le  point  R  dans  l'intérieur  de  l'angle 


I.KS   not  LKTTKS. 


HZ 


DAG  =:  a  iiftc  tirnitc  c(Hii>(iitl  les  cdtrs  t/c  l\in^lc  dur  i>ninls 
C  t'I  \),  on  a  todjours 


const. 


I^li)  elTel,  coin  me 


I     _  _i^   sin(3i-f-  g,) 
BG  ""  ÂÏÏ"        siiia, 


liD 


I      siii(3i  —  a..) 
AB  sina. 


un   en   déduit,  en  récrivant  la  foiinule  (55")  de  IV  sous  la 
forme 


(  j5*  ) 


H"— p 


K 


I 

R"/  smi§' 


une    construction    du   centre   de   courbure   C   de    P   si    l'on 
connaît  les  centres  correspondants  de  (C)  et  de  (C,)  : 

Ou  mène  par  le  point  générateur  \'  et  par  le  centre  de 
courbure  M  du  profil  générateur  (C)  une  droite  cjuicoupe 
au  point  B  la  perpendiculaire  érigée  au  point  A  sur  te 
rayon  vecteur  kV  \  alors  le  centre  de  courbure  C  de  \*  est 
l'intersection  de  la  nurniale  l'A  et  de  la  droite  BM,. 


On  reconnaît  (juc  K"  est  ^  ,  si  o  —  Osin{/;  en  ce  ca*,  I*  est 
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situé  sur  une  certaine  circonférence  et  le  point  se  trouve  dans 
un  point  d'inflexion  de  sa  roulette.  On  appelle  cette  circon- 
férence le  cercle  d'inflexion. 

'1-8.  Applications.  —  Soient  (C)  et  (Ci)  deux  courbes  à 
courbure  proportionnelle 

(C)  R=/(^), 

alors  les  coordonnées  intrinsèques  de  la  roulette  sont 

(roù  il  résulte  que  : 

Si  une  courbe  ((^1)  roule  sur  une  courbe  à  courbure  pro- 
portionnelle, l'arc  de  la  roulette  est  proportionnel  à  celui 
de  la  podaire  de  {Q^)  par  rapporta  P  ;  tes  cercles  d' in  flexion 
sont  les  cercles  osculateurs  de  la  base  curviligne  {V.)  con- 
tractés dans  un  rapport  constant. 

Exemples.  —  a.  Si  ,u.  =  —  c,  nous  faisons  rouler  la  courbe 
(G)  sur  une  courbe  symétrique;  alors  la  roulette  est  homo- 
ihétique  dans  le  rapport  2  :  i  à  la  podaire  de  (C)  par  rapport 
à  P.  Pour  la  roulette,  on  a,  suivant  (56), 


!/k^^' 


\\'  = 


alors  les  coordonnées  intrinsèques  de  la  podaire  sont 

(  56'  )  s=  f^  ds,         ÏÏ  = K^-^T  ' 

d'où  l'on   obtient   une   construction   du   centre   de  courbure 
(voir/-.  11). 

La  normale  de  la  podaire  au  point  Q,  correspondant  au 
point  P  de  T,  contient  le  centre  M  du  rayon  vecteur  OP;  si 
H  est  la  projection  du  centre  de  courbure  C  de  P  sur  le  rayon 
vecteur  OP,  et  A  celle  de  H  sur  la  normale  PC,  la  droite  AO 
coupe  la  normale  (^iM  de  la  podaire  au  centre  de  cour- 
bure (j,  de  (). . 

b.   De  même  prenons  une  base  rectilignc ;  si   |jl  =1  00  ,   les 


LKS    B  )l  I.KTTi;S. 

coordonnées  de  la  roulette  à  base  reeliliL'/ir  sont 
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(JC.') 


S0^/^./5. 


Ro 


5—  KmiiO 


Ici,  le  centre  de  eourhure  du  jxiint  I'  f.s7  l  intersection  de 
la  normale  PA  (A  étant  le  point  de  contact)  a\ec  la  perpen- 
diculaire au  point  B  su/  la  base  rectilii,'ne. 


Par  comparaison  de  s  el  de  So,  on  a  le  lliéorème  de 
Sleiner  : 

L'arc  de  la  roulette  à  base  rectili^ne  est  é/^al  à  l'arc 
correspondant  de  la  podaire. 

VO.  Enveloppe  dune  courbe  fixe  sur  le  plan  du  profil 
générateur.  —  Nous  allons  niaintenanl  ^'éiiérali?er  le  pro- 
blème de  la  roulette  d'un  point  immobile,  en  faisant  rouler 
une  courbe  (  T,)  sur  la  courbe  (F),  (F,)  entraînant  avec  elle 
une  courbe  K  fixe  sur  le  plan  de  (F,),  pour  chercher  l'enve- 
loppe E  de  k. 

Nous  supposons  qu'on  connaît  {soir  Jii^.  12)  : 

1°  l'iK  et  —^  comme  fonctions  de  l'arc  s  de  (F,)  ; 
ds 
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2°  Les  coordonnées  .r  et  /  du   point   P  où   K   touche  son 
enveloppe. 

Fis.  .-.«. 


P' 


.r, 


Soient  ,v  et  K   les  coordonnées  intrinsèques  de  li;   on   a 
donc 

el,  en  désignant  le  clmiIic  île  coui  lune  de  K  au  point  P  pai  (.', 
on  trouve 

ri'  :  !'(:=:  a'i'  :  ac  . 


l.ES    KoUI-KTTES.  «-• 

Mais  comme  AA"=  dss\n  0  et  AI*  —  o,  il  résulte 
(37)  Xk  :  R  =  sinO  :  R  — p; 

et,  comme  6 jc  z=:  dsn. sin  0,  ov=^dswcos9,  les  variations  de  j- 
el y  sont 

'  r 

Kiifin  on  trouve  pour  les  variations  les  expressions 

P 


OJ-K 

ds    " 

dx 
ds 

y 
R 

s.rK 

ds 

dy 
ds 

T 

K 

d'où  l'on  déduit 


/e^  coordonnées  intrinsèques  de  {Y.)  sont  donc 


(5,-)        -/(a«-^) 


^K-t-  ^  — sin< 


Comme  •—-  =  tang  9  =  —  ^  '■  Y-  'a  normale  de   lenveloppe 

(comme  celle  de  la  roulette  pour  laquelle  h.  n'est  qu'un 
point)  contient  toujours  le  point  de  contact  A;  inversement 
on  aura  les  points  de  E  qui  correspondent  à  A,  en  chercliant 
les  points  de  K.  dont  la  normale  passe  par  A.  Par  introduc- 
tion de  l'expression  de  k\,  suivant  l'éijuation  (07),  dans  la 
formule  qui  donne  R,  on  aura 


R  — G        Kk— ?        QsinO 
ou 

K_5        p  — Rk  ~  \R  "^  R'  '  sine' 

équation  qui  a  la  forme  de  (55*)  en  faisant  p  —  Rk~=  pi-  f*our 
avoir  le  centre  de  courbure  du  point  V ,  il  fout  mener  une 
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droite  par  le  centre  de  courbure  Ck  de  la  courbe  K  au 
point  P  et  par  C,,  pour  construire  le  point  B  sur  la  nor- 
male érigée  au  point  A  sur  PA  ;  enfin  BG  coupe  la  nor- 
male PA  de  l'enveloppe  au  centre  de  courbure  C. 

Applications.  —  a.  Si  K  est  un  cercle,  l'enveloppe  est  une 
courbe  parallèle  à  la  roulelle  de  son  cenlre,  d'où  Ton  peut 
dériver  la  construction  du  cenlre  de  courbure,  en  rem- 
plaçant la  courbe  K  dans  le  voisinage  du  point  P  par  le  cercle 
osculaleur;  de  même  l'enveloppe  d'une  courbe  parallèle  à  K 
est  parallèle  à  l'enveloppe  de  K.  Mais  si  K  est  une  droite, 
on  a 

RK=a:,  AK=sinO,         /  =  sinO -r- |-, 

doii  l'on  déduit 

(57*'j        s=  fUinH-^  ^ds\,  K  =  p-f-Qsine. 

Le  centre  de  courbure  est  donc  toujours  situé  sur  la  cii- 
cnnférence  p'=  Q  sin  0;  si  F  et  F]  sont  deu\  courbes  à  cour- 
bure proportionnelle,  on  aura  les  cercles  osculaleurs  de  F, 
dilatés  dans  un  rapport  constant.  En  conséquence,  tous  les 
points  dont  le  rayon  de  courbure  R  est  égal  à  zéro,  points  qui 
parcourent  dans  le  mouvement  un  rebroussement  de  l'enve- 
loppe, sont  situés  sur  le  cercle  de  rebroussement  p  rr —  Qsin  0. 

b.  En  faisant  rouler  une  courbe  C  sur  l'axe  des  j-,  chaque 
développante  de  cette  courbe  passe  toujours  par  un  point 
lixe  sur  la  base  rectiligne;  on  peut  donc  regarder  cette  rou- 
lette comme  une  glissette  ponctuelle  d'une  développante 
de  (G).  On  aura  par  exemple  les  niultiplicatrices  de  Clai- 
raut  comme  glissette  d'une  spirale  sinusoïde^  les  coniques 
centrales  comme  glisscttes  des  épi-  ou  hypo-^  para-  ou 
/lypercycloïdes,  enfin  une  jiarabole  Y-=:ax  comme  glis- 
sette d' une  deuxième  développante  du  cercle. 

.)().  Detixiéme  construction  du  centre  de  courbure  d'une 
roulette.  —  I>e  mènje,  on  peut  se  servir  des  cercles  d'in- 
flexion ou  de  rebroussement  pour  construire  le  centre  d'une 
roulette.  Soient  J  le  cercle  d'intlexion,  R  le  cercle  de  rebrous- 
sement {Jig.  lo);  on  a  alors,   suivant  l'équation   de  Savary. 

_i_         I     _      I  I  I  _  I 

CÂ  "^  PÂ  ~  F7Â         *^"  GÂ  "^  CP  -  PA  "  CA  —  GP2  ' 
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d'où  il  s'ensuil 

(CA)î=  CJ'j.CI». 

En  faisant  donc  CH,r=GA,  le  segment  Ali,  est  divisé  liar- 
moniquement  par  P  et  P, ;  quand  on  connaît  P,  A,  Pj,  on  a 
aisément  H,,  et  puis  C  comme  centre  de  AH,. 

Kn  applic{(ianl  l'écpiation  analo^'ue 

1  1  I  I  I  _  I 

PÂ^CÂ~p7Â  "*"  FÂ  ^  CP  — GA  ~  GA— P,A' 

on  a,  suivant 

O^A)î=  l'P,.PG 

une  construction  analogue  à  la  précédente  d'après  la  propor- 
tion 

P,A:  P,H  ==  GA:C,M         <  l'A  r^  l'M  i. 

Nous  V  ajoutons  un  cas  spécial  remarcpiable  : 
Si  le  rayon    de   courbure    PC    est   divisé   dans   un    rapport 
constant  par  le  point  A,  la  base  curviligne  est  une  développée 
intermédiaire  de  la  roulette  O;  de  même  les  lieux  de  P,   ec 
de  }*,  sont  des  dérivées  analogues  de  4>. 

31.  Les  théorèmes  de  Habich  et  de  Santangelo  {■).  — 
Nous  allons  donc  étudier  les  relations  principales  entre  la 
roulette  (O  )  à  base  rectiligne  et  la  podaire  (  P  ),  dont  les  coor- 
données intrinsèques  se  trouvent  au  n°  k-l .  Les  deux  courbes 
ont  la  propriété,  que  (voir  Jig.  lo)  l'ordotinée  de  (O)  et  le 
rayon  vecteur  de  (P),  correspondant  à  la  même  valeur  de 
Tare  sont  égaux.  Leurs  équations  semi-intrinsèques  sont 
donc 

(58)  )^*^     ^-Aj)=o, 

i  (P)     s-fir)   =0. 

Par  différenliation,  on  a 

rt'r*  -^  r*  diM-  —  ds-  =  dr-  -i-  dy-  ; 

ou,  comme  y  r=  r, 

<  58'  )  dx  =  /•  dti). 


(')  G.-B.  Santangelo,   Rend.  Cire.  mat.   Pal.,  t.  \.\I\.  i.)io;   voir 
notre  Thèse. 
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De  même  l'angle  -  —  Ô,  compris  entre   la   normale  de  (4>) 

et  l'ordonnée,  est  égal  à  l'angle  -^  —  9',  entre  la  normale  de 
(P)  et  le  ra>on  vecteur,  car  on  a 

~        ,  dv  dr  7t        ^,  dr 

0  =  arc  tansr  -f-  =  a<'C  tang  -r-i f)  =  arc  lang  — j— > 

■X  ^  dx  ^  dx  1  *  /■  dui 

où  il  faut  prendre  égard  à  l'équation  (58').  Par  (58')  et  par 
le  théorème  de  Steiner,  nous  aurons  donc  les  deux  théorèmes 
de  Habich  : 

I.  Quand  on  fait  rouler  la  podaire  (P)  sur  la  roulette  (<t), 
de  sorte  que  les  deux  courbes  se  touchent  toujours  en  des 
points  correspondants^  le  pâle  de  (  V) parcourt  l'axe  des  x. 

II.  Quand  on  fait  router  (tl>)  sur  (P)  on  a  comme 
enveloppe  de  l'axe  des  x  [base  rectiligne  de  (<I>)],  le  pôle 
de{P). 

Ces  deux  théorèmes  n'ont  lieu  que  pour  un  certain  sens  de 
courbure  du  profil  générateur;  par  changement  de  ce  sens, 
on  a  les  deux  variantes  suivantes,  ajoutées  par  l'auteur  : 

la.  La  roulette  est  la  courbe,  dont  (<I>)  est  équidistante 
par  rapport  à  l'axe  des  x;  (O)  est  le  lien  des  centres  des 
cercles  touchant  en  même  temps  la  roulette  et  l'axe 
des  X. 

lia.  L'em'eloppe  de  la  base  rectiligne  est  en  même  temps 
la  podaire  de  (  P)  dilatée  dans  le  rapport  2:1;  elle  est  de 
même  l'enveloppe  de  rensemble  des  cercles  dont  les  centres 
sont  situés  sur  {\*)  et  qui  passent  par  le  pôle  de  {V). 

Enfin,  en  faisant  rouler  (  P)  sur  une  courbe  quelconque  (F), 
le  pôle  a  toujours  dans  le  système  mobile  (tangente,  nor- 
nale  )  les  coordonnées  a;  =  p  cos  9,  y  Z3  p  sin  S,  et  quand  on 
fait  rouler  (<I>)  sur  (F),  de  sorte  que  les  points  correspon- 
dants de  {^)  et  de  {P)  correspondent  au  même  point  de 
contact  de  (F),  la  roulette  du  pôle  de  (P)  est  identique  à 
l'enveloppe  de  l'axe  des  x  de  (O). 

li^ii  supposant  donc  (P)  comme  radiale  d'une  courbe  L,  le 
rayon  vecteur  /•  est  égal  au  rayon  de  courbure  R  de  L,  et  co 
est  sa  déviation.  Suivant  (58')  l'ordonnée  de  L  est  égale  au 
rayon  de  courbure,  l'abscisse  est  égale  à  l'arc  de  L  et.  en  nous 
rappelant  la  définition  de  la  courbe  de  Mannheim,  nous  aurons 
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le   llit'orèmt»   pultlit'   d'abord   par  (i.-B.    Saiilan^elo,  qiielqtH* 
leiiips  après  parl'aiileiir  : 

La  roulette  à  base  recti/iifne  (4»)  et  la  podaiie  (  I*  )  d  une 
courbe  T  sont  en  même  temps  la  courbe  de  Mannheim  ou 
la  radiale  d'une  courbe  \.. 

•  )2.  Applications  (M-  —  I^kiaïkins  nKMAiiQLABLrs  entre 
LES  ROii.KrrKS  UK  r.ouKBES  ASSOCIÉES.  —  Suivant  les  propriétés 
correspondaules  des  podaires  et  des  radiales  des  courbes 
résullantes  (d'èlre  les  cissoïdes  des  mêmes  dérivées  des 
composantes),  nous  arrivons  à  la  proposition  générale  : 

Quand  on  a.  en  faisant  rouler  les  courbes  (Q),  repré- 
sentées par  " 

(C/)  ^  T  coso  -i-  j'  sinç  —  fi^'^)  =  o, 

comme  roulettes  de  l'origine,  les  courbes  de  Mannheim  dès 
courbes  L/  aujc  équations  intrinsèques 

(L,)  =  R,— F,(tit  =  o,  „,, 

on  a,  par  le  roulement  de  la  courbe  résultante  ' 

(C  )  ^  X  cos's  -«-  y  sin  çp  —  -/;<  'f  J  =  0,  ,. 

la  courbe  de  Mannheim  de   la   courbe  résultante  des  L,, 
savoir 

(L)=  R  — S  F,(ç»  =  o.  V 

Quand  on  fait  rouler  une  circonférence  sur  Taxe  des  x,  on 
a,  comme  roulette  du  centre,  la  courbe  de  Mannheim  dii 
même  cercle,  savoir  une  dryite  parallèle  à  l'axe  des  j';  de  là! 
il  résulte  : 

Ayant  obtenu  comme  roulette  de  l'origine  de  la  courbe 
{Q)  la  courbe  de  Mannheim  de  la  courbe  L,  on  a  par  le 
roulement  d'une  courbe  parallèle  à  (G)  la  courbe  de 
Mannheim  d'une  courbe  parallèle  à  (C)  à  la  même  dis- 
tance constante. 

En  dérivant  n  fois  le  rayon  vecteur  de  la  podaire  ou  de  la 
radiale  de  (C)  par  rapport  à  l'angle  polaire,  on  aura  la  même 
dérivée  de  la  /t'*'™'  développée  de  (C);  de  là  il  résulte  : 

(')    l'oir  noire  article  Rend.   Cire.   mat.  Pal.,   mcntionin'  au   n*  J . 
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Ayant  obtenu  comme  roulette  de  l'origine  de  la  courbe 
{C)  la  courbe  de  Mannheim  de  la  courbe  (L),  on  aura 
comme  roulette  de  la  «'^"'^  développée  la  courbe  de  Mann- 
heim de  la  «'«'"«  développée  de  (L). 

Comme  la  développoïde  de  (C)  de  l'ordre  n  aux  angles 
consianls  «i,  «j,  . .  • ,  ««  esl  la  résultante  de  n  courbes  sem- 
blables à  (  C  )  et  aux  (rt  —  i)  premières  développées  de  (C), 
on  a  le  théorème  plus  général  : 

La  roulette  d'une  certaine  courbe  (  C  )  étant  la  courbe  de 
Mannheim  de  la  courbe  (L),  la  roulette  d'une  certaine 
développoïde  {développoïde  intermédiaire)  de  C  sera  la 
courbe  de  Mannheim  de  la  développoïde  {développoïde 
intermédiaire)  correspondante  de  L. 

Suivant  nos  recherches  du  n°  4-9,  les  enveloppes  des  axes 
des  jc  seront  deux  courbes  parallèles,  quand  on  fait  rouler  les 
deux  courbes  /=/(*)  et  y=/(5)-Hc  [identiques  à 
y  ^z  co  {x)  q\,  y  ^^  Q^  {x)  -\-  c'\  sur  une  courbe  K  ;  de  même  on 
aura,  en  faisant  rouler  les  courbes  r  z=f  {s)  -+-  c  sur  une  base 
quelconque,  un  système  de  courbes  parnllèles. 

Exemples.  —  Une  spirale  logarilhmi(|ue  H  =  ms  a  comme 
courbe  de  Mannheim  la  droite  y=:mx\  la  radiale  est 
une  spirale  congruente,  comme  la  podaire.  De  là  il  suit 
d'abord  que  la  roulette  du  pôle  est  identique  à  la  courbe  de 
Mannheim;  de  même,  en  faisant  rouler  cette  droite  sur  une 
courbe  (C)  le  point  d'intersection  des  deux  droites,  c'est-à- 
dire  le  point  (o"  =  o, /:=  o)  parcourt  une  développante  de 
( C)  ;  l'enveloppe  de  l'axe  des  x  est  une  développoïde  de  cette 
développante  ou  une  développante  de  la  développoïde 
(a  :=  arc  tang  m)  de  (C). 

(}u.and  on  fait  rouler  une  spirale  logarithmique  sur  une 
courbe  (G),  la  roulette  du  pôle  est  la  développante  d'une 
certaine  développoïde  de  i  C). 

Si  (^C)  est  une  circonférence,  on  a  par  suite,  comme  rou- 
lette, la  développante  d'une  autre  circonférence;  si  (C)  est 
une  cvcloidale^  on  aura  la  développante  d'une  cycloïdale 
semblable,  qui  est  par  exemple  elle-même  une  cvcK)ïdale 
semblable. 

53.  Ap.îications.  —  Générations  dk  quelqiks  systèmes  de 
COURBES   AS  muées  (' ).  —    a.     Nous    chercherons  d'abord    les 

(  '  )    Voir  nulle  Thèse. 
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courbes  (C/,)  qu'il  faut  faire  rouler  sur  la  cléveloppi-e  inter- 
médiaire (),)  de  (C)  pour  avoir  la  courl)e  (C)  elle-uiènie 
comme  roulette  d'un  point  (i\e.  L'arc  de  (  G>  )  est  égal  à  celui 
(le  la  développée  intei  luédiaire  ().),  soit 

1  nj)  $1=  —^     I  y/>r- (/$■'  ,~  dRi  ; 

l  -+-  A  J    * 

Icî  ravon  vecteur  correspondant  étant 

<  oo  )  /•>  =  ^  , 

I  -I-  X 

on  aura,  par  dérivation  de  (59), 

ds'^  =  dr^  -+-  r    dM- 

=  ^—-  {A-  ds-  -h  dl\-)  =  , ^--  dio-  -+- ;— - , 

II +  X,)-  '         (l-t-X)2  (l-HA)ï 

et  enfin 

Le  profil  générateur^  dont  les  coordonnées  polaires  sont 
représentées  par  (60)  et  (60'),  est  par  conséfjuent  la  radiale 
d'une  courbe  à  courbure  proportionnelle  (C)  )  ;  l'équation 
intrinsèque    de    ((])    étant  /(.v,  K)=ro,    celle    de(C>)    est 

De  même,  on  peut  faire  rouler  sur  la  développée  inter- 
médiaire (À)  la  couibe  de   Mannheini  de  (C>  ),  représentée 

par  f\ ^ -,  /(i  -l-À)     =  o,  pour  avoir  la  courbe  (C) 

comme  enveloppe  de  l'axe  des  x. 

Sur  la  développée  intern)édiaire  (À)  de  [R  =:f{s)l^  et  sur 
la  développée  intermédiaire  Q.c)  de  [R:=6y(*)],  il  faut 
faire  rouler  deux  courbes  semblables;  si  c  ^=^ —  i.  les  profils 
générateurs  roulant  sur  les  développées  intermédiaires  (X) 
et  (  —  1)  sont  semblables  entre  eux  dans  le  rapport 
I  —  /.  :  1  -f-  !.. 

Exemples.  —  1"  Sur  la  développée  intermédiaire  de  la 
cycloïdale  (43),  c'est-à-dire  sur  la  trocitoïdale  (  »3'),  il  faut 
faire  rouler  la  rhodonée 

_  .  4r(i-+-  /«)  _         to 

(61) 


(  A  -t-  I)(U«  -f- I)  A(.>.«-7-l) 
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OU  l'ellipse 

(6i')     x^  +  r-  i-in-^xy-^  ''  '''[  "^^'^^  (y  =  p,x=Jpdo>^j 

pour  avoir  (43)  comme  roulette  du  pôle  ou  comme  enveloppe 
de  l'axe  des  X.  ?>i  }.{■?. n-^- \)^^±  i,  on  a  la  double  généra- 
tion par  le  roulement  de  deux  circonférences  différentes  sur 
la  même  base  circulaire;  si  ),(2/i  -+- 1)^-=:  —  1 ,  on  fait  rouler 
la  rhodonée 

p  =  m  (  2  n  -4-  I  )  cos  oj  (  2  «  -4-  I  ) 

sur  la  rhodonée 

m  M 


?i 


cos 


2  II  -i-  l 

2°  Sur  la  trochoïde 
(62  )  j-  =  ro  —  /i  sin  œ,         y  =  f  —  h  cosç 

il  faut  faire  rouler  la  rhodonée 

,  ^         u)(  r  —  h) 
(62)  p  =  2(/-  — «)cos ; — 

ou  l'ellipse 

(f3.")  ""''     '    y"    -' 


{r  —  hy-        (r^h)i 

pour  avoir,  comme  roulette  du  pôle  ou  comme  enveloppe  de 
l'axe  des  a:,  la  cycloïde 

(62*)  X  =  r('jj  —  sino),         y  =  r(i  —  cos'i). 

3°  Kn  faisant  rouler  sur  la  dé\'eloppaiile  allongée  ou  rac- 
courcie du  cercle,  représentée  par 

a\  .  n\ 

la  s/jirale  d'Arcliiniède  ou  la  parabole  représentée  par 
a  .  2ax 

^  ).ri-HA)  ^  X(I-hX) 

on  aura  la  développante  comme  roulette  du  pôle  ou  comme 
enveloppe  de  Taxe  des  x. 

4°  Enfin,  les  développées  intermédiaires  de   la  cardioïde 
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élanl   des    limaçons    de    Pasc;il,    Il    finit   faire   rouler   sur   le 
limaçon 

(^i)  r  =  a  ~h  b  cos« 

une  ellipse  au\  axes  a  -t-  6  et  «  —  Ik  pour  avoir  comme  enve- 
loppe (le  Taxe  des  u-  une  cardioïde. 

.">V.  Applications.  —  h.  I^a  normale  de  la  développée  inter- 
médiaire (X)  de  la  courbe  ((".)  contenant  toujours  le  point 
correspondant  de  la  développée  intermédiaire  (À)  de  la  déve- 
loppée de  (G),  nous  allons  déterminer  la  courbe,  qu'il  faut 
faire  rouler  sur  la  développée  intermédiaire  (\)  de  la  dé- 
veloppée, pour  avoir,  comme  roulette,  celle  de  (C). 

L'arc  du  profil  générateur  cherché  est 


f^lUiH*-^dRl 


correspondant  au  ravon  vecteur 

I 


I-1-X 


v/À2R2-^  Rf, 


d'où  Ton  déduit  comme  coordonnées  cartésiennes  du  profil 
générateur  : 

"aR  R, 

1  -t-  X  ^        1  -t-  /. 

C'est  donc  la  même  courbe  qu'il  faut  faire  rouler  sur  la 
développée  intermédaire  (À)  de  la  développée,  pour  avoir 
celle-ci  comme  enveloppe  de  l'axe  des  j:. 

Par  la  transformation  .r  =  j"'+c,  j^y',  on  reconnaît 
que  les  roulettes  de  tous  les  points  de  l'axe  des  x  forment 
les  développées  intermédiaires  (À)  d'un  système  de  courbes 
parallèles. 

Knfin.  l'enveloppe  d'une  droite  live  menée  par  l'origine 
du   profil  générateur   est   une   développoide   intermédiaire 

de  (C),  car  g  est  menée  par  le  point  f  j-  -=  o,  y  =  -   ) 

en  formant  un  angle  constant  avec  l'axe  des  x  du  profil 
générateur.  On  aura  donc,  comme  enveloppes  de  toutes  les 
droites  menées  par  le  centre  de  l'ellipse  (6i'),  un  système 
de  cycloïdales  semblables;  pour  le  roulement  de  (62") 
sur  (62),  les  enveloppes  des  diamètres  sont  des  cycloïdes 
congruentes. 
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Ilxemples.  —  1°  En  faisant  rouler  V ellipse  (61')  sur  la 
trochoïdalé  (43'),  la  rouleli.e  du  centre  est  une  troclio'ùlale 
semblable:  par  le  roulement  de  l'ellipse  (6'2")  sur  la 
trnclioïde  (6.2),  la  roulette  est  congruente  à  la  base; 
enfin  par  roulement  de  l'ellipse  aux  axes  {a-\-  b)  et  {a  —  b) 
sur  le  limaçon  (63),  le  lieu  du  centre  est  un  limaro/i  à 
triple  extension. 

1°  Les  développées  intermédaires  X=±:  -  d'une  cycloi- 

dale 

C  =  a2  R2  -+-  ^'î  s'-  —  a"-  b^-  =  o 

étant  la  base  circulaire^  il  faut  faire  rouler  sur  cette 
circonférence  une  autre  circonférence  {la  courbe  de 
Mannlu'im  d'une  cycloïde)  pour  jivoir  C  comme  enveloppe 
de  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  d'un  diamètre.  La  roulette  du 
centre  est  donc  la  développée  intermédiaire  (/)  de  la  déve- 
loppante semblable,  savoir  le  cercle  tani^ent  aux  sommets 
de  C  Le  lieu  d'un  autre  point  de  ce  diamètre  étant  une 
Iroclioïde,  nous  trouvons  que  : 

Chaque  développante  de  C  a  entre  ses  développées  inter- 
médiaires {}.  z=±  b  '.  a)  deux  trochoïdales,  sur  lesquelles, 
suivant  le  théorème  du  numéro  précédent,  il  faut  faire 
rouler  des  limaçons  de  Pascal,  pour  avoir  la  développante 
comme  roulette  du  pùle.  (^omme  cas  spécial  de  ce  théorème, 
nous  avons  trouvé  deux  limaçons  de  l^ascal  entre  les  déve- 
loppées intermédiaires  des  développantes  d'une  néphroïde 
(épicjcloïde  à  deux,  rebroussemenls). 

3°  Les  développées  intermédiaires  des  paracyclo'ules  et 
des  hypercYcloïdes  étant  des  trochoïdes  du  même  j^enre,  on 
aura,  en  faisant  rouler  une  Aj'/?t'//>o/<?  sur  una  pa/atrochoïde 
ou  sur  une  hypertrochoïde,  comme  roulette  du  centre,  une 
hypertrochoïde  ou  une  paratrochoïde  el,  comme  enve- 
loppe d'un  diamètre  quelconque,  une  fiyper-  ou  une  para- 
cycloïde  ou  une  spirale  logarilliu)i<|ue. 

4°  En  appliquant  la  transformation  du  n°  39  aux  courbes  T, 
M)  et  à  la  dé\eloppée  intermédiaire  (À),  cette  dernière  a,  si 
liiu/,  r=i —  I,  comme  foruje  asymptolique  celle  de  la  radiale, 
d'où  il  résulte  le  théorème  déjà  déduit  par  rauleui-  d  une 
autre  manière  : 

Quand  on  fait  rouler  la  courbe  de  Man/t/iri/ti  de  la 
courbe  r  SI//-  la  radiale  de  V  de  sorte  </ue  Id.re  des  x  passe 
toujours  par  le  pôle,  on  a,  comme  roulette  d'un  point  fixe 
sur  l'axe  des  x,  la  radiale  d'une  développante  de  V . 


I.KS    HOl'I.ETTKS. 


Eli  faisant  iouIlt  l'ellipse  sur  la  rlio(li)iiée,  la  roiilclle  du 
centre  de  l'ellipse  est  une  rhodonée  semblable. 

o.i.  Applications.  —  o.  (lomme  exemple  de  iio^  lliédièiiies 
nous  conclurons  à  une  relation  bien  intéressante  entre  les 
trois  dérivées  principales  :  lacotirhe  (/e  Ma/inhei/n,  la  radiale 
et  Varcuïde.  (^)uand  on  fait  rouler  la  radiale  H  sur  la  cdui  be 
de  Mannlieiin  M,  de  sorte  que  le  pôle  de  U  ail  comme  rou- 
lette la  base  rectili^ne,  l'angle  entre  l'ordonnée  de  M  (ou  le 
rayon  vecteur  de  H)  et   une  droite  li\e  a',  menée  pai-  le  pôle 

de  R.  est  toujours  o=    /   — ;  la  droite  a'  est  donc  langenle 

de  l'arcuïde,  d'où  il  résulte  que  : 

Quand  on  fait  rouler  la  radiale  sur  ta  courbe  de 
Mannhcim,  ren\eloppe  d'une  droite  a',  menée  par  le  pôle, 
est  une  arcuïde ;  par  variation  de  g,  on  aura  toutes  les 
arcuides  transformables  entre  elles  par  la  transformation 
de  Koestlin. 

ExKMPLES.  —  1°  (^omme  la  spirale  logarithmique  est  con- 
gru en  le  à  sa  radiale,  la  courbe  de  M  an  n  lie  i  m  étant  une  il  roi  le, 
on  trouve  ([ue  :  Quand  on  fait  rouler  une  spirale  loga- 
rithmique sur  une  droite,  on  aura  comme  en\'eloppe  d' une 
droite  quelconque,  menée  par  le  pôle,  une  logarithmoïde. 

Pour  le   cercle,   la   courbe  de   Mannlieim   est   une    droite 


parallèle   à  l'axe  des  .i-;  comme  la  radiale  est  une  circonfé- 
rence congruente,  nous   avons   la  génération  de  la  cycloïde 
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comme  enveloppe  d'un  diamètre  d'un  cercle  qui  roule  sur 
une  droite.  Comme  p;ir  une  rotation  la  spirale  reste  semblable 
à  elle-même,  le  cercle  étant  congruent,  nous  avons  la  propriété 
mentionnée  par  koesllin  : 

La  transformée  de  Koestlin  d' une  logariihnioïde  est  une 
courbe  semblable  ayant  le  même  point  asymptotique. 

Fi  g.  \\. 


2°  L'arcuïde  de  lastéroïde  .v=:(7C0S29  ou  4*'+  '^" 
étant  rhypocycloïde  tricuspidale 

(G4)  37  coso -f- ^  sintp  —  a  cosa'f  coso  =  o, 
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il  résulte  que  :  Qiiandonfail  rouler  la  rlioilonée  r  tz=.  a  cos  •».  v, 
sur  l'ellipse  ^u-- -^  y''T=  o*,  on  a  comme  em'eloppe  d'une 
droite  quelconque  menée  par  le  pôle  un  système  d'hy/io- 
cycloïdes  tricuspidales  conii^ruentes  à  (64),  pour  lesquelles 
l'axe  des  x  est  toujours  tangente. 

b.  Suivant  la  définition  de  la  causlicoïdc,  on  trouve  bien 
aisément  qu'on  a  toutes  les  causlicoïdes  par  le  roulement  de 
la  courbe  représentée  par  (60)  et  (Oo')  comme  envelo|q)e 
dune  droite  lixe  menée  par  le  pôle  du  profil  générateur. 

Les  courbes  (29),  étant  des  causlicoïdes  d'une  spirale 
logarithmique,  sont  donc  l'enveloppe  d'une  droite  menée 
par  le  pôle  d'une  spirale  logarithmique,  (|u'on  fait  rouler  sur 
une  autre  (voiry?:,".   14). 

La   logaritlinioïde   correspondant   à  la    c^cloïde,  on   aura 

son  arcuïde 

R  =  e"i?  sinjto 

qui  correspond  à  l'astroïde  droite  (/?îr=o)  comme  enve- 
loppe d'une  droite  menée  par  les  projections  d'un  point 
variable  de  la  spirale  logaritlimique  /•  =  e'"^  sur  deux  rayons 
vecteurs  perpendiculaires  entre  eux. 

Ces  courbes  ont  été  mentionnées  par  E.  Koestlin,  Math, 
nat.  Mitt.  Wïirtthg.,  (2).  XII,  1910,  p.  2-6. 

Enfin,  en  faisant  rouler  sur  la  courbe  générale  de 
Mannheim  M  (G,  C,),  la  courbe  aux  coordonnées  polaires 


'H'^C,-^)' 


on  aura  la  base  (C)  comme  roulette  du  pôle  et  l'arcuïde 
générale  A((^,  C,  )  comme  enveloppe  d'une  droite  menée  par 
le  pôle. 


FIN. 
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A  côlé  de*  revues  [»ériodiques  spéciales,  enregislranl  au  jour  le  jour  le 
j)roi;rès  de  la  Science,  il  nous  a  semblé  qu'il  y  avail  place  pour  une  nou- 
velle l'orme  de  publication,  destinée  à  mettre  en  évidence,  par  un  exposé 
[)hilosophique  et  documenté  des  découvertes  récentes,  les  idées  géné- 
rales directrices  et  les  variations  de  l'évolution  scienldique. 

A  riieure  actuelle,  il  n'est  plus  possible  au  savant  de  se  spécialfsor;  il 
lui  faut  connaître  l'extension  gradueHemenl  croissante  des  domaines  voi- 
sins :  mathématiciens  et  physiciens,  chimistes  et  biologistes  ont  des  inté- 
rêis  de  plus  en  plus  liés. 

(l'est  pour  répondre  à  cette  nécessité  que,  dans  une  série  do  monogra- 
j^)liie8,  nous  nous  proposons  de  mettre  au  point  les  questions  particu- 
lières, nous  efforçant  de  montrer  le  rôle  actuel  et  futur  de  telle  ou  telle 
acquisition,  l'équilibre  qu'elle  détruit  ou  établit,  la  déviation  <|u'eUe  im- 
prime, les  horizons  qu'elle  ouvre,  la  somme  de  progrès  (ju'elle  repré- 
sente. 

Mais  il  importe  de  traiter  les  questions,  non  d'une  façon  doj-'malique, 
pres(jue  toujours  faussée  par  une  classification  arbitraire,  mais  dans  la 
forme  vivante  de  la  raison  qui  débat  pas  à  pas  le  problème,  en  détache 
les  inconnues  et  l'inventorie  avant  et  après  sa  solution,  dans  l'onchaine- 
ment  de  ses  aspects  et  de  ses  conséquences.  Aussi,  indiquant  toujours  les 
voies  multiples  que  sui^iiero  un  fait,  scrutant  les  possibilités  lotiiques  qui 
en  dérivent,  nous  ellbrcerons-nous  de  nous  tenir  dans  le  cadre  de  la  mé- 
thode expérimentale  et  de  la  méthode  critique. 

Nous  ferons,  du  reste,  bien  saisir  l'esprit  et  la  portée  de  cotte  nouvelle 
collection,  en  insistant  sur  ce  pomt,  que  la  nécessite  d'une  pub]i<;Hliou  y 
.For<)  tou'O'irs  sulioidoimce  à  l'opportunité  du  <■']  •'  . 
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sur  un  plan  horizontal.  Applications.  Hecherrhes  de  M.  Carvallo.  Problème 
de  la  bicyclette.  —  Cuap.  IV.  Mécanique  analytique,  équations  de  /m- 
grange.  Le  roulement  est  une  liaison  qui  ne  peut  pas  s'exprimer  en  générai 
par  des  équations  en  termes  finis.  Ap[)lication  de  l'équation  générale  de  la 
l)vnamique.  Kmploi  îles  équation»  de  Lai;range.  Impossibilité  d'appliqu«r 
directement  les  équations  de  Lagrange  au  nombre  minimum  des  paramétres.  — 
1.  Sur  les  mouvement»  de  roulement.  —  II.  Sur  certains  systèmes  d'équations 
aux  dillércHtielles  totales. 


N"  5.  —  Le  phénomène  de  Zeeman  (iSgg);  par  A.  Cotio>,  Maî- 
li-e  (le  coiifértMices  tle  Phvsi(|iie  à  l'Univei'silé  de  Toulouse. 

CiiAi'.  1.  Ktude  des  raies  spe<tiales.  Unités.  Héseaux.  Pouvoir  séparateur. 
Spectroscope  à  éclieions.  Inlerl'érométre.  Appareil  de  M.M.  l'érot  et  KaLny. 
Conclusion.  Hciuarque  pialique.  —  Chat.  II.  C  Itangenwnls  que  peuvent  subir 
les  raies.  Changements  dans  l'aspect  des  raies.  Constitution  des  raies.  Chas- 
gemenls  de  longueur  d'onde.  EH'et  Dopplei-Kizeau.  héplarcmenl^  pioduits 
[lar  des  ehan};ements  de  pression.  —  Chap.  III.  Découverte  du  changement 
niagnélique  des  raies.  ICxpérienees  de  M.  Chaulard.  Kxpéricmes  de  Faraday. 
Expériences  de  M.  Tait.  Kxpéiiences  de  Fiévez.  IvvjwM-iences  de  Zeiiiian.  In- 
tervention de  la  théorie  île  Lorenlz.  —  CiiAi".  IV.  Changement  des  raies 
d'émission  parallèlement  aux  lignes  de  force.  Doublet  magnétique.  Polari- 
sation circulaire  des  raies  du  doublet,  liègle  de  .MM.  Cornu  et  Ko-nii;.  tionsti- 
lulion  des  deux  raies  du  doublet.  —  Cuap.  \'.  ('h«ngcme/its  obse/ves  per- 
pendiculairement aux  lignes  de  force.  Polarisation  lecliligne  des  raies 
modifiées.  Vibrations  perpendiculaires  aux  lignes  de  foire.  N'ibrations  paral- 
lèles aux  lignes  de  force.  Premier  cas  :  Iriplel  normal.  Deuxième  ras  :  qua- 
druplet.  Troisième  cas  :  la  raie  centrale  est  un  triplet.  Conclusion.  .Note  sur 
un  point  de  théorie.  —  Cuap.  VI.  Comparaison  des  diverses  raies,  tltude 
(]ualitative.  Comparaison  (luantilative.  Hégic  de  .M.  Preslon.  .Mesures  abiio- 
lui;».  —  Chap.  \  II.  Le  phénomène  de  Zeeman  et  l'absorption.  Hègle  de  Kircli- 
lioli'.  lixpériences  sur  le  phénomène  de  Zeeman,  sans  spectroscope.  Etude 
ilu  changement  magnétique  des  raies  renversées.  Expériences  d'Egoroff  et 
Gcorgiewiiy.  Travail  île  Lorentz.  —  Chap.  VIII.  Propagation  de  la  lumière 
dans  un  champ  magnétique.  Le  faisceau  émergeant  à  la  même  longueur 
d'onde.  Polarisation  rotaloire  magnétique.  Propagation  des  vibrations  circu- 
laires. Dispersion  rolatoire.  Faisceau  incliné  sur  les  lignes  de  i'oice.  Héflexion 
sur  les  miroirs  aimantés.  —  Chap.  IX.  Aouvelles  expériences  se  rattachant 
au  phénomène  de  Zeeman.  Expérience  de  M.  Kighi.  Expériences  île  ^I.^L  >la- 
caluso  et  Corbino.  Dispersion  anormale  des  vapeurs  de  sodium  (11.  Becque- 
rel). Explication  de  l'expérience  de  MM.  Macaluso  et  Corbino.  —  Chap.  \. 
Autres  expériences.  Expérience  avec  le  sodium,  perpendiculairement  au 
champ.  Expéiience  de  M.  Voigt.  Explication  de  la  biréfringence  «lagnélique. 
J-'ropriétés  de  l'hypoazotide,  des  vapeurs  d'iode  «t  de  bronze. 


N°  G.  —  Groupements  cristallins  (1900);  par  Fkkd.  W  Ai.i.i;itAM. 

Chap.  1.  Généralités  sur  la  structure  des  corps  cristallisés.  —  Chap.  II. 
I/istoriqiie.  —  Chap.  III.  Du  rôle  des  éléments  de  symétrie  de  la  particule 
dans  la  fur/nation  des  groupements.  —  Chap.  I\'.  Classi/ication  des  grou- 
pements. -  Cuap.  V.  Groupements  binaires  autour  d'un  axe  ternaire.  — 
Chap.  VI.  Groupements  parfaits.  —  Chap.  Vil.  Groupements  imparfaits. 
Cristaux  ternaires.  Slaurotides.  Feldspatbs.  —  Chap.  VUI.  Groujiements 
obtenus  par  actions  mécaniques.  Délormation  des  réseaux.  Péforiiiation  de 
la  particule  Complcxo. 


-  5  - 

N"  7.  —  L'élimination  Mt)oo);   [uir  A.  I.uukm.    i;v,iimii;iiriii  .i 
l'Ecole  l*()l\  lt'cliiii(Hii'. 

Cmap.  I.  Elimintitioii  entre  t/ei/.i-  rqiintions.  Notions  |iri-lniiiii.iii'os.  Dévc- 
loppemenl  d'une  fom-lion  ralionnello.  l-'orimilos  de  Ni'wton.  Di-linilion  du 
résultnnt.  ScroïKic  iin'lhodc.  Troisième  mi'lhodc.  Quiiliit'iiic  uiflliode.  Cin- 
quième méthode.  Sixième  nn-lliodr.  Iiidiralions  d'autres  métliodes.  KèsolutioN 
d'un  système  à  deux  ineoimues.  Solutions  multiples  Sidiitions  smiinliercs. 
Condition  pour  que  trcjis  è(|uations  aient  une  solution  commune.  -  CiiAi".  II. 
Fliniination  dana  le  cas  gênerai.  lM]uivalcDecs.  lîèsolulion  ilc  trois  équalions. 
riicorèm<*  de  IJczout.  Métiiode  de  lieziuit.  Théorème  de  .lacolu.  Li;s  fonriions 
symétriques.  Nouvelle  méthode.  Los  fonrtions  iulerpolaires.  Hi-sullante.  Son 
cx[>ression  explicite.  Klude  des  propriétés  de  la  résultante.  Méthode  d'élimi- 
nation de  [^abatte  et  analoj;ues.  liqualions  homogènes.  Solutions  doiihlcs. 
\uire  exemple  de  simplilieations.  Autre  exemple.  Klude  d'une  équation  re- 
marquahle.  Oiseriminants.  Propriétés  des  solutions  communes.  Heeonnaltrc 
si  un  polynôme  est  réductible.  Développement  en  série.  l'xtension  partielle 
a«x  équations  transcendantes.  Appendice. 


N''  8.  —  Tonométrie  (  i90(V)  ;  \yAv   F. -M.  Haollt,  (^•lr('spon(Janl 

(le   riii^iiliit,    Doyen  de    l;i  Fanillé  des  Sciences  de  (îienoliie. 

Inthodiction  :  Symboles  et  tlé/lnitions.  —  CH.xf.  I.  Méthodes  d'observa- 
tion, description  spéciale  de  la  méthode  dynamique  ou  d'ébullition.  Causes 
d'erreur,  moyen  de  les  éviter  Kliullioscope  de  Haoull.  Description  de  la  uie- 
thode  staliijue.  Tonométres  din'érenlicls  de  lîremer,  de  Dielerici.  Méthodes 
hygrométri<|ue,  volumétrique.  gra  vimétriquc.  Dej^ré  d'approximation.  — 
CnAP.  II.  Etude  des  non-électrolytes.  La  diminution  de  tension  de  vapeur 
dans  ses  rapports  avec  la  température.  La  diminution  de  tension  de  vapeur 
dans  ses  rapports  avec  rabaissement  du  point  de  con;j;élation.  La  diminution 
de  tension  de  vapeur  dans  ses  rapports  avec  l'élévation  du  point  d'ébullition. 
La  diniinution  de  tension  de  vapeur  dans  ses  rapports  avec  la  concentration. 
La  dimnution  de  tension  de  vapeur  dans  ses  rapports  avec  la  nature  des 
corps  dissous  et  des  dissolvants.  La  diminution  de  tension  de  vapeur  dans  ses 
rappots  avec  la  densité  de  va[)eur.  Détermination  tonomélrique  des  densités 
de  vapeurs  saturées.  —  CiiAi'.  III.  .Suite  des  nnn-electrolytes.  La  loi  de 
Uaoult  dans  ses  rapports  avec  l'éli-valion  du  point  d'ébullition.  Détermination 
tonométrique  des  chaleurs  latentes  de  vaporisation.  Détermination  tonomé- 
trique  des  poids  moléculaires  des  non-électrolytes.  Emploi  de  la  méthode 
statique.  Emploi  de  la  méthode  <iynamiquc.  Corrections.  Emploi  du  mercure 
comme  dissolvant  (Hamsay^  —  Ciiap.  I\'.  Etude  de.'i  eleclrolytes.  Etude  des 
dissolutions  des  sels  dans  l'eau.  Iiillucnce  de  la  concentration,  de  l'ionisation, 
de  l'Iiydratalion,  de  la  température.  —  Ciiap.  \.  Suite  des  électrolytes. 
Dissolutions  des  sels  dans  l'alcool.  Dissolutions  des  sels  dans  l'éther,  l'acé- 
tone, etc.  Etat  des  sels  dans  leurs  dissolutions  étendues,  dans  leurs  dissolu- 
tions concentrées.  Résultats  fournis  par  la  tonométrie  pour  les  poids  molécu- 
laires des  sels.  —  Bibliogiîapiiik. 


N'  9.  —  La  célérité  des  ébranlements  de  l'éther.  L'énergie  ra- 
diante, ■>.'  cdiiion.i  1909);  [laf  L.  Décombk,  Docteuf  es  sciences. 

Introduction.  —  Chap.  I.  L'énergie.  Edihce  moléculaire.  Corpuscules.  Equi- 
valence des   agents   physiques.    Energie    physique.  Tliéone   cinétique  des  gaz. 
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—  Chap.  II.  L'éther.  Propagation.  Propagation  par  transparence.  Synlliése  des 
forces  physiques.  Lumière  :  Théorie  de  l'émission.  Théorie  des  omiulatioiis. 
Principe  dHuygens.  Principe  «le  Young.  Travaux  de  Fresnel.  Expérience  «le 
Koucaull.  Chaleur  :  Théorie  de  l'émission.  Calorique.  Hayons  de  différenles 
es|)éces.  Unité  du  spectre.  Radiations  chimiques,  .\nalogies  optiques.  Elec- 
tricité :  Polarisation  rotatoire  magnétique.  Nombre  v  de  Maxwell.  Théorie 
électromagnétique  de  la  lumière.  Oscillations  électriques.  Champs  oscillants. 
Expériences  de  Feddersen.  Excitateur.  Résonateur.  Transparence  électroma- 
gnétique. Réflexion  métallique.  Réfraction.  Interférences  élcctr.)magnétiques. 
Interférences  dans  l'espace.  Interférences  le  long  des  (ils.  Expériences  de 
Righi.  Polarisation.  Double  réfraction.  Télégraphie  sans  lil.  Radioconducteur 
de  Braniv.  — CiiAP.  III.  L'énergie  radiante.  Longueurd'onde.Ondessphériques. 
Transversalité  des  vibrations.  Ondes  planes.  Formule  de  .Newton.  Réfraction. 
Dispersion.  —  Chap.  IV^  La  vitesse  de  la  lumière.  —  Chap.  V.  La  vitesse  de 
l'électricité.  —  Chap.  VI.  Le  nombre  de  Maxwell.  —  Chap.  VII.  La  vitesse 
de  propagation  de  l'onde  électromagnétique.  —Chap.  NUI.  La  dispersion 
dans  le  vide.  —  Chap.  I\.  L'éther  de  Maxwell. 

N°  10.  —  Les  rayons  cathodiques,  rleiixièine  édition  (1908);  par 
P.  ViLLARi),  Docteur  es  sciences. 

Chap.  I.  Appareils.  Appareils  à  raréfier  les  gaz.  Préparation  de  l'oxygène 
pur.  Préparation  de  l'hydrogène  (  osmo-régulateur  ).  Sources  d'électricité.  — 
(^MAP.  II.  Phénomènes  électriques  dans  les  gaz  raréfiés.  Lumière  positive. 
(3aine  négative.  Espace  obscur  de  Ilittorf.  Résistance  électrique  des  ampoules. 
Loi  de  Paschen.  Distribution  du  potentiel  dans  la  décharge  dans  les  gaz.  Pro- 
priétés des  cathodes  incandescentes.  —  Chap.  III.  L'émission  cathodique.  Dé- 
couverte des  rayons  cathodiques.  Le  faisceau  cathodique.  —  Chap.  I\  .  Elec- 
trisution  des  ampoules  cathodiques.  Chute  calhodiqutr  aux  basses  pressions. 
Capacité  des  tubes  à  décharges.  —  Chap.  V.  Propriétés  des  rayons  cathodiques. 
Phénomène  de  phosphorescence.  Ellets  tnécaniques.  Edels  calori(|ues.  Emission 
des  rayons  Rœntgen.  Propagation  rectiligne  des  rayons  cathodiques.  —  Chap. 
VT.  Les  rayons  \.  Production  et  |)ropriétés  des  rayons  .\.  —  Chap.  VIL  Elec- 
trisation  des  rayons  cathodiques.  Emission  et  électrisalion.  Expériences  de 
M.  .L  Perrin.  —  Chap.  VIII.  Actions  électrostatiques.  .Vction  d'un  champ 
électrique  sur  les  rayons  cathodi(iues.  Calcul  de  la  déviation.  Absence  «l'action 
réciproque  entre  deux  r.iyons  cathodiques.  —  Chap.  I\.  Action  d'un  champ 
magnétique  sur  les  rayons  cathodiques.  Déviation  magneti«iue.  i.alcul  de  la 
trajectoire.  —  Chap.  X.  Vitesse  des  rayons  cathodiques.  .Méthodes  indirectes 
de  J.-J.  'JlKjmson.  Expérience  de  M.  Kaufmann  et  de  M.  Simon.  Expérience 
de  M.  E.  Wiechert.  —  Chap.  M.  Hétérogénéité  des  rayons  cathodiques.  Expé- 
rience de  M.  Rirkeland.  Dispersion  électrostatique.  Expérience  de  .M.  I)es- 
landres.  Cause  de  la  dispersion  électrique  ou  magnétique.  Discontinuité  de 
l'émission  cathodique.  —  Chap.  XIL  Actions  chimiques  des  rayons  catho- 
diques. Colorations  produites  par  les  rayons.  Phoio-activité  des  sels  colorés 
par  les  rayons.  Phénomènes  de  l'éduction.  Production  «l'o/.one.  —  Chap.  Xlll. 
Phénomènes  divers.  Cas  particulier  d'émission  «alhodiciue.  Passage  îles  rayons 
au  travers  des  lames  minces.  Diffusion  des  rayons  cathodiques.  Réflexion  et 
réfraction  apparentes.  Evaporation  électrique,  l'hénoménes  d'oscillation  dans 
les  tubes  à  décharge.  Kanal-strahleii  ou  raycjiis  de  Ciddsteiit.  Rayons  <atho- 
diques  à  charge  positive.  —  Chap.  XI\.  La  formation  des  rayons  catho- 
diques. Rôle  de  l'électrisalion  des  parois.  Afflux  cathodique.  Soupapes  élec- 
triques. iMiiission.    Propagation. 

N°  11.  —  Production  et  emploi  des  courants  alternatifs,  tleu- 
xièine  cilition  (191 3);  |»ar  L.  IUhbii.lio.v,  J)()cteiM-  es  sciences. 

Introduction.  —  Chap.  I.  Rappel  des  quelques  notions  théoriques  relatives 
à   l'induction  électromagnétique  et  aux  machines  à  courant  continu.   Phé- 
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nomi'-nes  d'iiulticlioii.  Minliinos  dynamo-i-lcclritiucs  à  courant  coiUinii.  — 
Chat.  11.  Elmie  d'un  courant  alternatif.  Caracl«''i-isli<jiie  d'un  cmirant  aller- 
nalif.  Ktiide  M'iiii  circuit  parcouru  par  un  courant  alternatif  siruplc  >inusoidal. 
Courant  polyphasé  et  clianip  tournant.  —  Chai-.  III.  Classification  des  ma- 
chines d'induction.  Expression  du  travail  électroniai;netique  développe 
dans  une  ninc/iinc  d  'induction.  —  Ciiap.  IV.  .Machines  <;éner(itrices  à  cou- 
rants alternatifs.  —  t'.iiAP.  V.  Moteurs  à  courants  alternatifs.  Moteurs 
asynchrones.  Moteurs  asynchrones  polyphasés.  Moteurs  asynchrones  mono- 
phasés. Comparaison  des  moteurs  synchrones  et  asynchrones.  .Moteurs  mono- 
pha-és.  Moteurs  polyphasés.  —  Chap.  VI.  Transformation  du  courant. 
Transformateurs  stati(|ue?.  Convertisseurs  rotatifs.  Coinmulalrices. 

N°  1-2.  —  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique 
(1901);  par  jAcyiKS  IIauamaru. 

Propriétés  fondamentales  des  fonctions  analytiques.  —  .Nature  et  difficulté 
du  problème.  —  Méthodes  directes.  —  Les  séries  qui  admetli  nt  le  cercle  de 
convergence  comme  ligne  singulière.  —  Uecherciies  des  singularités  de  nature 
•déterminée.  —  .Méthodes  d'extension.  Les  séries  de  polynômes  et  le  Ihéfirème 
de  -M.  .Mitlag-Leffler.  —  Méthodes  de  transformation.  —  .\pplication  des  prin- 
cipes généraux  du  calcul  fonctionnel.  —  Généralisations  diverses.  —  .\ppli- 
cations.  —  Conclusions.  —  Bibliographie. 

N'^  li.  —  Franges  d  interférence  et  leurs  applications  métro- 
logiques  (1902);  par  J.  Ma(^é  de  Léplnav,  Professeur  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Marseille. 

I"  Partie.  Chap.  I.  Production  des  franges  dinterférence.  —  Chap.  IL  .Appa- 
reils interfércntiels.  —  Chat.  III.  Sur  l'emploi  des  sources  lumineuses  étendues. 

—  Chap.  IV.  .\pparitions  et  disparitions  périodiques  des  franges  d'interférence. 

—  Chap.  V.  Sources.  —  II'  Partie.  Chap.  I.  Généralités.  —  Chap.  II.  Détermi- 
nation d'un  ordre  d'interférence  (  partie  fractionnaire).  —  Chap.  III.  Pétermi- 
nation  d'un  ordre  d'interférence  (partie  entière).  —  Chap.  IV.  Comparaison 
de  longueurs.  —  C.eiai'.  \.  Corieclion  progressive  des  données  primitives.  Ap- 
plications. —  IIP  Partie.  Chap.  I.  Préliminaires.  —  Chap.  IL  Comparaison 
de  longueurs  d'onde  à  l'étalon  prototype  du  mètre.  —  Chap.  III.  Mesures 
optiques  de  longueurs.  —  Chap.  IV.  Application  à  la  détermination  de  la  masse 
■du  décimètre  cube  d'eau  distillée,  privée  d'air  à  4°- 


N°  15.  —  La  Géométrie  non-euclidienne,  a*"  édition  (1907);  par 

P.   BAnBAIlIN. 

Chap.  I.  Considérations  générales  et  historiques.  —  Chap.  IL  Les  définitions 
•et  postulats  d'après  Euclide,  Les  trois  géométries.  —  Chap.  III.  La  distance 
comme  notion  fondamentale.  — Chap.  IV.  La  géométrie  générale  dans  le  plan 
•et  dans  l'espace.  —  Chap.  V.  La  trigonométrie.  —  Chap.  VI.  Mesures  des  aires 
<t  volumes.  —  Chap.  VIL  Les  contradicteurs  delà  géométrie  non-euclidienne. 
—  Chap.  VIII.  La  géométrie  physique. 

N°  1().  —  Le  phénomène  de  Kerr  (1902);  par  E.  Néculcéa. 

Bibliographie.   —  Préface.  —  Introduction.  —  I"  P.VRTIE.    Expériences. 
HAP    I.  Diélectriques  solides.  Premières  expériences  de  J.  Kerr.  Expériences. 
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de  11.  Biongersina.  Conclusion.  —  Ghap.  II.  Diélectriques  liquides,  expé- 
riences de.).  Kerr.  Corps éleclro-optiqiirmenl  posilifs.  Corps éleclro-opli^ueiiient 
négtilifs.  Késulluts  qualitatifs.  Expérience**  de  Hœnlgen.  Expériences  de  Bron- 
gersnia.  Hésullats  quanlitalifs.  l'Iiénoniène  de  Kerr  dans  un  champ  électrique 
uniforme.  Projection  du  |>hénuméBe.  Mesures  absolues  de  la  oiiMlante  de  Kerr. 
—  CiiAi'.  III.  Diapurilion  instantanée  du  phénomène  de  Kerr.  Méthode  de 
M.  R.  lilondiol.  l'/Xpéiiences  de  MM.  Abraham  et  J.    Lemoinc. 

II*  PARTIE.  Théorie.  Cuav.  I.  Essais  théoriques  de  M.  F.  Pockels.  — 
CiiAP.  II.  Théorie  de  M.  W.  Voigt.  Généralités.  Introduction  du  (.hamp  élec- 
trique extérieur.  Corps  transparents.  Cas  d'une  bande  d'absorption.  Conclu- 
sions. Corps  actifs.  Analogue  du  phénomène  de  Zeeman.  Corps  isotropes; 
phénomènes  de  Kerr.  Généralisation  de  théorie.  Conclusion. 

III'  PARTIE.  Phénomène  électro-optique  analogue  au  phénomène  de 
Zeeman 


N°  17,  —  Théorie  de  la  Lune  (1902);  par  H.  Andoyrr,  Professeur 
adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Paris. 

Chap.  I.  Mise  en  équations  et  réduction  du  problème.  —  Ciiap.  II.  Etude  des 
équations  de  la  théorie  solaire  du  mouvement  de  la  Lune.  Eorme  de  la  solu- 
tion. —  Chap.  III.  Calcul  ell'eclif  des  principales  inégalités  solaires  du  mi>u- 
vement  de  la  Lune.  —  Chap.  IV.  Korniaiioii  des  é(|nations  qui  déterminent  les 
inégalités  secondaires  du  mouvement  de  la  Lune.  —  Chap.  V.  Déteiiiiioation 
de  quelques  inégalités  secondaires  périodiques  du  mouvement  de  la  Lune.  — 
Chap.  VI.  Influence  des  inégalités  séculaires  du  Soleil  sur  le  mouvement  de  la 
Lune. 


N°  18.  —  Géométrographie  ou  Art  des  constructions  géomé  • 
(1902);  par  K.  I.E-'noi.NE. 

Avant-propos.  —  I''"  Partie.  Ikit  c.'e  la  Géométrographie.  Construction  des 
problèmes  classiques.  —  W  Partie.  Problèmes  relatifs  aux  pAles  et  polaires, 
aux  Qxes  et  aux  centres  radicaux,  à  la  moyenne  géométrique  entre  deux  droites. 
Le  rapport  anharmoniquc  ;  l'involulion.  Symboles  du  Streckeniibertrager  Af: 
M.  Hilbert.  —  ,\ppeiidice.] 


N°  lî>.  —  Lélectricité  déduite  de  l'expérience  et  ramenée  aux 
principes  des  travaux  virtuels,  'i"  édiiion  (1907);  pat'  K.  (Ivk- 
VAi.i.u,  Doclenr  es  sciences,  Agréjié  de  l'Univeisité,  Examina- 
teiM'  de  Mécanique  à  l'Ecole  Polyieclini(|ne. 

Prélai-e.  —  1"  PARTIE.  Les  courants  d'induction  d'après  Helmholz  et 
Maxwell.  —  Introduction.  ^  Chai-,  1.  l'hfioiH-  de  Ih-I mhollz.  l^'oui  lion  de;» 
forces  elcclroniagnéliques.  Induction  maL;nétiqu('.  Equation  de  l'éneri:ie.  l-'orce 
éleclromolrice  induite.  Self-induction,  (^)urants  en  régime  variable  Interpré- 
tations mécani(|ues.  —  Chap.  iV.  Equation  générale  de  lu  Dynamique.  Théo- 
réme  des  travaux  virtuels.  Travail  des  forces  d'inertie.  Ecjuations  de  Lagrange. 
—  Chap.  III.  7'lteorie  de  Maxwell.  Les  courants  induits  d'après  Max\>ell. 
Recherches  de  Maxwell  sur  l'énergie  cinétique  des  courants  mobiles.  I)u  rôle 
des  aimants  dans  la  théorie  de  Maxwell,  d'après  M.  Sarrau.  —  Conclusions  de 
la  première  Partie. 
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II'  l'AiniK.  L'éUctricité  ramenée  au  principe  des  traTaux  virtuels    — 

InlrodiirtiiJii.  -  Chai-.  1.  //njnrie  de  l'c/erti  intr  i/nn-i  /<v  roips  m  repos. 
l'Ateiision  ilo'^  lois  (le  Kii-cliliiilV  Hiix  riindiic'tciir^  Il  Irnis  diiiMMisioiis.  l-lxlriisi«tn 
(les  lois  (le  KircliholV  au  régime  variable  el  aux  iliélcilriqucs.  lM]Uiili<>iis  uéoé- 
rali-'^  de  rKlectrotl ynaniii|uc  dans  les  cor(i8  en  repos.  Le  problcine  dr  riClei-tn»- 
dynunâique  et  I  rJeilro-opliqui-.  Kiier;;ie  élortriqiie.  Ciiai'.  II.  Théorie  de 
l'électricité  dans  les  corps  en  niou<.-eutent.  La  thrurie  de  Maxwell  r\  la  roue 
de  IJarlow.  Lois  de  l'iiierlie  éleetrii]iic.  KIcrinxlN  nainii|iie  des  roip»  en  iiiou- 
venient.  —  Conclusion  générale. 

N"  -20.  —  Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des 
nombres  et  de  la  Géométrie  n 91». );  [i;n  11.  I.uuim.  lA.iiniu.i- 
tour  M  l'Ecole  Polytechnique,  'i"  édilion. 

lutidiluclion.  —  Kgalilé  et  addilion.  Quanlilés.  i'i  niirii  1 1  s  (le>  (lu.uiiiti's 
Généraiisalinn.  Les  nombres.  MuUipliealioii  el  division,  l.efi  iioinbiis  frar- 
tionnaires.  Les  ineommensuraldes.  Lofjarilhnies.  Conclusion.  —  La  pan- 
f;eométrie.  Les  espaces  el  leurs  dimensions.  Déplacemcnis  euclidiens.  Dislances. 
Figures  égales.  Liîinc  droite.  Angles.  Trigonométiie.  l'erpendiculairc  à  plu- 
sieurs droiic«.  Splières.  Coniacis.  Nariélés  singulières.  Longueurs  el  angles. 
Pangéoinélrie  sphérique.  Trigonométrie  sphérique.  Paiigéomélrie  hyper- 
bolique. Trigonométrie  h vperbniiquc.  La  géométrie  euclidienne.  Sur  la  réalilé 
de  rliyperespace.  Résume.  —  >o!es  de  M.  A.  Biin..  Géométrie  et  |>sycliologie. 
Les  uni\ers  non  euclidiens  el   l'Intlni. 

N°  -21.  —  La  compressibilité  des  gaz  réels  (igoS);  |t;ii  !..  I>f- 

cojiBF,  Doelciir  es  sciences. 

La  loi  de  Murioiie.  —  Compressibilité  dcsg<i7.  iiu\  pressions  élevée*.  —  Com- 
pressibilité des  gaz  aux  faibles  pressions.  —  Influence  de  la  température  sur 
la  compressibilité  des  gaz.  —  Le  point  critique.  —  Fonction  caracléristique. 
—  Les  états  correspondants. —  Compressibilités  des  mélanges  gnzcux. 

N^  •2-2.  —  Diagrammes  et  surfaces  thermodynamiques  (190.5);  |i;ir 
J.-W.  (iicus.    liiKlttclioii  <le  (i.  lîov.  Cht-rilcs  ii;ivaii\  «le  Pli.v- 
sique  à   l'Université  de  Dijon,  avec   une  inlroduclioii  df  l>. 
Bblnhes,  Professeur  à  l'Université  de  Clernionl. 
Méthodes  graphiques  dans   la  thermodynamique  des  fluides.  —  .Mélhode  de 

représenlation  géométrique  des  propriétés  thermodynamiques  des  coi  ps  par  des 

surfaces. 

N"  23.  —  La  théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  hertziennes. 
La  Télégraphie  sans  fil.  i"  édition  U9"^)î  P^*'  ^'-  l^'»'-^"^- 

Généralités  sur  les  phénomènes  électriques.  —  La  théorie  de  Maxwell.  — 
Les  oscillalion>  électriques  avanl  Hertz.  —  L'excitateur  de  Herlz.  -  Moyens 
d'observation.  —  Le  cohéreur.  —  Propagation  le  long  d'un  lil.  —  Mesure  des- 
longueurs  d'onde  et  résonance  multiple.  —  Propagation  dans  l'air.  —  Pro- 
pagation dans  les  diélectriques.  —  Production  des  vibrations  très  rapides  cl 
1res  lentes.  —  Imitation  des  phénomènes  opliiiucs.  —  Synthèse  de  la  lumieic. 
—  Principe  de  la  Télégraphie  sans  fil.  -  Application  de  la  Télégraphie  sans  (il. 


N»  2i.J—  L'Algèbre  et  la  Logiquevî(iço5);  par  Loris  ConiH.tT. 

Lesde'ux  interi  rctalions  du  Calcul  logique.  Relation  d'inclusion.  Uelinilion 
de  l'égalité.  Principe  didenlité.  Principe  du  svllogisme.  Kédniuon  de  la  n.ul- 
tiplication  et  de  l'addition.  Principes  de  Hii.plif.cation  el  de  Ç'^^".'P-'  ';•"• 
Loi  de  tautologie  et  dabsorption.  Thcorcmcs  de  multiplication  tl  d  addition. 
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Pieinière  formule  de  Iratisfonnalioii  des  inclusions  en  égalités.  Loi  dislii- 
Ixilive.  Déliniliun  de  o  et  de  i.  I^oi  de  dualité.  Définition  de  la  négation. 
Principes  de  contradiction  et  du  milieu  exclu.  Loi  de  double  négation. 
Seconde  formule  de  transformation  des  inclusions  en  égalités.  Loi  de  contra- 
position.  Postulat  d'existence.  Développements  de  o  à  i.  Pi-opriétés  des 
constituants.  Fonctions  logiques.  Loi  du  développement.  l-"<HmuIe  de  De 
iMorgan.  .Sommes  disjointes.  Pr(jpriélés  des  fonctions  développées.  Bornes 
d'une  fonction,  [-"ormules  de  Porelsky.  Théorème  de  Scliroder.  Késullante  de 
l'élimination.  Cas  d'indétermination.  Sommes  et  produits  de  fonctions.  Expres- 
sion d'une  inclusion  au  moyen  d'une  indéterminée.  Solution  de  l'équation  à 
une  inconnue  au  moyen  d'une  indéterminée.  Elimination  dans  une  équation  à 
l>lusieurs  inconnues.  'l'Iiéorémes  sur  les  valeurs  d'une  fonction.  Conditions  d'im- 
possibilitéet  d'indétermination.  Résolution  des  équations  à  plusieurs  inconnues. 
Problème  de  Boole.  .Méthode  de  Poretsky.Loi  des  formes.  Loi  des  conséquences. 
Loi  des  causes,  .\pplication  de  la  loi  des  formes  aux  conséquences  et  aux 
causes.  Scliémes  géométriques  de  Venn.  .Machine  logique  de  Jevons.  Nombre 
des  assertions  possibles  louchant  n  termes.  Solution  de  l'inéquation  à  une 
inconnue.  Système  d'une  équation  et  d'une  inéquation.  Formules  spéciales  au 
Calcul  des  propositions.  Equivalence  d'une  implication  et  d'une  alternative. 
Loi  d'importation.   Héduction  des  inégalités  et  des  égalités. 


N°  25.  —  Sur  les  systèmes  triplement  indéterminés  et  sur  les 
systèmes  triple-orthogonaux  (190J  j;  pai- C.  Glich.vku,  Corres- 
pondant (le  i'inslilul,  Professeur  à  rUniversilé  de  Clermonl- 
Feri'and. 

Introduction.  —  Propriétés  focales.  Systèmes  assemblés.  Lois  d'orthogo- 
nalité  des  éléments.  —  Systèmes  points  O.  —  Systèiues  qui  se  rattachent  aux 
systèmes  O. —  Indication  de  divers  types  de  problèmes. —  Les  systèmes  O,  4  O 
dans  l'espace  à  trois  dimensions. —  Les  systèmes  O  de  l'espace  à  trois  dimen- 
sions applicables  sur  des  systèmes  de  l'espace  à  six  dimensions. 

N»  2(i.  —  La  double  réfraction  accidentelle  dans  les  liquides 
(1906);  par  (i.  tie  Metz. 

La  double  réfraction  dans  les  liquides,  ;2elées  et  dissolutions  déformés  méca- 
niquement. —  La  double  réfraction  dans  les  liquides  eu  mouvement  giratoire. 
—  La  double  réfraction  dans  les  liquides  déformés  électriquement.  —  La 
double  réfi'action  accidentelle  dans  le  champ  magnétique.  —  Apei'çus  théo- 
riques sur  la  double  réfraction  accidentelle  des  lic|uidcs  mécaniquement  dé- 
formés. —  De  la  constitution  des  colloïdes,  des  huiles  et  des  vernis.  — 
.\perçus  théoriques  sur  le  phénomène  électro-optique  de  Kerr.  —  Identité  de 
ce  phénomène  avec  celui  de  la  double  réfraction  accidentelle  produite  par  la 
déformation  mécanique  des  liquides. 


N"  "i".  —  La  Mécanique  des  phénomènes  fondée  sur  les  ana- 
logies (  KjoO);  paf  \\.  l'i-rudviK  II,  j'iolc-sctif  à  l'L  iiiversiltl'  de 
Belgrade. 

Introduction.  —  Considérations  préliminaires  sur  les  analogies.  Esquisse 
d'une  .Mécanique  générale  des  causes  et  de  leurs  elTcls.  l-;iéments  du  schéma. 
Equations  régissant  l'action  des  causes.  Définitions  analytii;ues  des  fonctions  X. 
Quelques  théorèmes  généraux.  —  Schémas  représentant  l'action  des  causes. 
—  .Aperçu  sur  les  applications  de  la  Mécanique  générale.  —  Conclusions  géné- 
rales. 
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N"  '2S.  —  Bases  physiques  de  la  Miisiquei  uj»)»!);  par  II.  iJoi  a<;sk., 

l*iotV'>S('iir  à  la  raciilU-  de-  Scifiiccs  de  Toultuisi'. 

Ihtrinluclion.  —  I.  Hauteur  ilcs  miii*.  Iiiler>dlles.  I)t-liiiilii>ii  du  >avarl.  — 
II.  Kclielle  des  sons.  Giiiiiiiie  ù  leinpt-niiueiU  ci;»!.  Diiipuson  iioriiial. —  III.  Hé- 
s>iiiance.  Théorie  pliv^ique  do  r<ii-»'ille.  —  l\  .  Vlliiiitt'  des  xnis.  (ioiiïtilulioii  de 
la  gamme  ratioiiiu-llt-.  Principe  île  tonalité.  .Modes.  —  \.  ('.onsonanrcs  et  disso- 
nances. —  VI.  Modulation  et  transposition.  l>cs  teiiipéranients.  —  \ll.  Ub- 
lention  des  sons.  Tolérance  de  Toi-eillc.  Précision  du  iiiécanisiiie.  —  VIII. 
.Mesure.  Hyllime.  Instruments  de  percussion. 

N°  '19.  —  Les  équations  aux  dérivées  partielles  à  caractéris- 
tiques réelles  [i\)o-)\  |tai'  r».  I)  AtiiiÉM.tH. 

Introduction.  —  Equations  du  premier  ordre  à  n  variables  indépendantes. 
—  Equations  générales  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  — 
Equations  du  Ivpe  liyperbcdique  à  deu.x  variables  indépendantes.  —  Les 
équations  générales  à  n  variables  indépendantes.  IJsquisse  d'une  théorie  géné- 
rale des  caractéristiques.  —  L'équation  di>s  iMidi'>  généralisée.  —  (icnérali- 
sations  et  remarques. 

N"  30.  —  Les  actions  à  distance  (igto);  par  G.  Combkbiac,  CIk'!" 
de  lialailloii  dti  Gt^'iiio,  Docteur  es  sciences  inalhémaliques. 

Notations  et  formules  générales.  Expression  do  l'action  exercée  sur  un  corps 
immergé.  Sphériques  harmoniques.  Sphères  puisantes  et  oscillantes.  Cas  de 
l'adhérence.  Nouvelle  expression  de  la  force.  Résumé.  Sphères  faiblement 
compressibles.  Explication  de  la  gravitation  d'après  M.  Korn.  Anneaux  inh- 
niment  déliés.  Action  d'un  courant  parallèle  sur  un  cylindre.  Action  sur  un 
anneau  délié,  analogies  hydro-électriques.  Mouvement  irrotatioimel  dans  un 
volume  à  connexion  multiple.  .Mouvements  irrotationnels.  Propos  sur  l'Eleclri- 
cite.  Les  explications  mécaniques  en  Physique.  Note  sur  le  calcul  des  qua- 
ternions. 

N"  31.  —  Systèmes  cinématiques  (igi  i);  |)ar  L.  Crelier.  Docteur 
es  scieiRes,  l*iol'esseur  ati  Tecliniciini  de  Biemu".  I*iival- 
Docetii  à  l'Université  de  Berne. 

Notes  bibliographiques.  —  Chap.  I.  Syslème  conchoidal  sim/>le.  tit-néra- 
tion.  Bases.  Boulante.  Trajectoires.  Enveloppe  du  deuxième  côté  de  l'angle 
droit.  Enveloppe  des  tangentes  aux  trajectoires  des  points  de  OL.  Foyers  des 
paraboles  K  .  Enveloppes  des  tangi-ntes  aux  trajectoires  des  points  de  LP. 
Sur  une  parabole  spéciale.  Construction  des  normales  des  paraboles  précé- 
dentes. Etude  cinématique  de  la  développée  de  E.  Podaire  de  E  par  rapport 
à  O  et  généralisation  du  système  conchoidal.  —  Ch.vp.  IL  Système  du  caj>pa. 
.Mouvements  inverses.  Enveloppe  du  cùté  Lt*.  Trajectoires.  —  Cii.\p.  III. 
Système  strophoidal  simple.  .Mouvements  inverses.  Trajectoires.  Enveloppe 
dû  deuxième  coté  de  l'angle  droit.  Enveloppe  des  tangentes  des  con<;hoiMe*et 
orthoconchoïdes  de  stroplioïde.  Déplacement  d'un  angle  droit  dont  le  sommet 
décrit  une  parabole  et  djut  un  cùté  s'appuie  sur  le  foyer.  Sur  uue  quartique 
spéciale.  —  Chap.  IV.  Système  conchoidal  circulaire.  Appareil  coulisseau- 
manivelle.  Enveloppe  dû  ileuxième  cote  de  l'angle  droit  mobile.  Equations  de 
l'ellipse  et  de  l'hvperbole  en  coordonnées  tangentielles.  —  Chap.  V.  Système 
à  deux  ornières  fixes.  Oruiéres  rectilignes  orthogonales,  obliques.  l>èvelop- 
pantcs  d'astroïdi's.  Enveloppe  du  segment  mobile  dans  le  mouvement  à  deux 
ornières  fixes  obliques.  lùiveloppe  d'une  droite  quelconque  du  plan  mobile. 
Rosaces.  Points  de  rebroussement.  —  Chap.  VI.  Système  hit'lle-mani\elle. 
Enveloppe  de  la  bielle.  Courbes  parallèles  aux  enveloppes  précédentes. 
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N°  M.  —  Théorie  de  la  couche  capillaire  des  corps  purs  (1911); 

par  (jkrrit  Iîakkku,  Docloiir  rs  sciences. 

Abré/?é  historique.  EMincipc  de  l'Hydrostatique  et  propriété  fondameni.ilc 
de  la  couche  capillaire.  Théorie  de  Thomas  Vonng.  Considérations  cinétiques 
et  statiques.  La  distribution  de  la  densité  dans  la  couche  capillaire.  L'énergie 
capillaire  ou  la  constante  de  Laplace.  L'épaisseur  de  la  couche  capillaire. 
Densité  moyenne.  La  couche  capillaire  courbe.  La  couche  capillaire  plane. 
Les  deux  phases  homosènes  du  liquide  et  de  la  vapeur  ne  peuvent  être  sépa- 
rées par  un  plan.  La  fonction  poteniicllr  des  forces  attractives,  linergie  poten- 
tielle par  unité  de  volume.  Tensions  dans  le  milieu  extérieur.  Pression  moU— 
culairc.  Tension  superficielle.  Méthode  de  Laplace,  méthode  de  Fuchs.  Calcul 
de  la  constante  de  Laplace  au  iti(>y»n  de  la  pression  thermique.  Une  propriétii 
de  la  constante  capillaire  de  Laplace.  Kquation  diiri'rentielle  de  la  densité 
dans  la  couche  capillaire.  Le  [totentiel  ci  la  force  en  un  point.  Epaisseur,  l^a 
pression  hydrostatique  et  l'équation  d'état  de  la  couche  capillaire. 

N°  33.  —  La  Couche  capillaire  en  général  (1912);  pai-  Geruit 
B.vKKER.  Docteur  es  sciences. 

Les  lM)ualions  de  Kelvin.  Helation  enirc  la  pression  hydrostatique  /).i  en  un 
point  de  la  couche  capillaire,  dans  une  direction  normale  à  la  surface  de  la 
couche,  et  l'inverse  de  la  densité.  La  pression  hydrostatique /?/•  parallèle  aux 
surfaces  de  densité  constante.  Sip;iii(ication  physi(|uc  de  la  partie  croissante 
de  l'isothormc  de  James  Thoinson.  Theonc  rie  l'ébullilion.  .K  température 
constante,  la  strucluic  d'une  couche  capillaire  plane  ou  courbe,  adjacente  à  la 
vapeur,  ost  parfaitement  déterminée  par  la  tension  de  la  vapeur.  Tension 
capillaire  et  rayon  minimum  des  petites  gouttes.  Thermodynamique  de  la 
couche  capillaire.  Le  rayon  de  courbure  de  la  couche  capillaire  et  l'équation 
de  Kelvin.  Chaleur  de  vaporisatif)n  et  tension  capillaire.  Equation  de  l'énergie 
de  la  couche  capillaire.  L'énergie  capillaire  comme  fonction  de  la  courbure  de 
la  couche  capillaire. 


SÉRIE    BIOLOGIQUE 


N°  1.  —  La  Spécificité  cellulaire,  ses  consé(|iiences  en  Hiologie 
générale  (i()po);par  L.  M.ird,  Professeur  à  la  Faculté  de  Mé- 
decine de  Lyon. 

Introduction.  —  L'indiiïérencc  et  la  spécificité  cellulaire.  —  La  fixité  hérédi- 
taire des  types  cellulaires  dans  les  organismes  adultes.  —  La  constitution  des 
espèces  cellulaires  au  cours  du  développenjcnt.  —  La  spécificité  cellulaire  et 
les  si'ands  problèmes  de  la  biologie  générale.  —  Index  bibliographique  des 
publications  de  l'auteur  ayant  trait  à  la  spécificité  cellulaire. 

N°  2.  —  La  Sexualité  (189;));  'par  Fri.i.v  I.k  D.vmf.c,  Docteur  es 
sciences. 

Introduction.  —  Phénomines  essentiels  de  la  rcjuoduction.  —  .Notion  de  la 
sexualité.  —  Eormalion  des  produits  sexuels  chez  les  animaux  supérieurs.  — 
Les  caractères   sexuels  secondaires.  —  Scxc  soinalii|ue.  —  .Sélection   sexuelle. 

—  La  fécondation.  —  La  parthénogenèse.  —  Le  sexe  du  produit  dans  la  repro- 
duction sexuelle  et  la  parthénogenèse.  —  Epoque  de  la  détermination  du  sexe. 

—  Hécapitulation.  —   l'héorie  du  sexe.  —  Conclusion. 
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N"  3.  —  Les  fonctions  rénales  iiS(>(,):  pjn   H.  rnuMiti.,  l'Kdrs- 
seiir  agiégé  à  la  Facullo  de  Mt'dctinc  de  T«»iiluusc. 

Siniftiire  titi  icin.  -  L'uiiiic.  —  l'li>>'<''"e'«*  tle  lu  stcrétioii  n-iialc.  —  La 
>«<  lélioii  léiiak-  lult  rue  —  l'hysioloxn-  pallmlugique  de  la  sécièlio»  réaaie. 
—    l>o  la  |>eriiuMl)ilitc  el  île  l'iiisuriisiiiue  ii-ii;ilfs.         (lonclu^iiuis. 

N  V.  —  Les  actions  moléculaires  dans  l'organisme  (i8t(C));  pai 
II.  HoiuiiKK,  Prolosi'ur  aiiiCLii'  à  la  l-iiciillc  de  MédcciiH*  de 
Lvon. 

Introduction.  —  Actions  inoloculaires  dans  les  solides.  —  Actions  molécu- 
laires dans   les   liquides.  —  -Actions   moléculaires  entre   liquides  dilTérenls. 

.-Vêtions  inoléculairos  entre  solides  et  li(|uide*.  —  Actions  moléculaires  entre 
solides  et  j;aa.  —  Actions  moléculaires  entre  liquides  et  gaz.  —  .Actions  (no- 
léculaires  dans  les  j;az. 

N°  5.   —  La  Coagulation  du  sang  (1900);  par  M.^urice  Aktius, 

Frofessour  d<*  l*hysioloi;u'  et  de  ('himie  |>hysiologi(|ue  ;i  lUni- 

silé  de  Frihoiiig  (Suisse). 

Nos  connaissances  sur  la  coat;idation  du  sang  vers  i8go.  —  La  présence  de 
sels  de  chaux  dissous  dans  le  plasma  est  une  condition  nécessaire  de  la  coaga- 
lution  du  sang.  —  Du  rôle  des  sels  solubles  de  chau.Y  dans  le  phénomène  de 
ci'ai;ulation  du  sang.  —  Du  (ibrinferinent.  de  sa  nature,  des  conditions  de  sa 
production.  —  Des  pi'opriétés  du  sang  non  spontanément  coagula  hic,  obtenu 
par  injection  inlra\asculaire  de  protéoses,  et  de  la  cause  de  son  incoagulabi- 
litc.  —  Du  mc)de  et  du  lieu  de  formation,  de  la  nature  et  des  propriétés  de  la 
substance  anticoagulante  engeu<lrée  par  l'organisme  du  chien  sous  l'inlluence 
des  injections  intraveineuses  de  protéoses.  —  De  l'immunité  naturelle  ou 
acquise  contre  les  injections  intraveineuses  de  pjotéoses.  —  Du  pouvoir  anti- 
coagulant du  sérum  de  sang  d'anguilles,  de  certains  extiaits  de  tissus,  de 
l'extrait  de  sangsues.  —  Des  substances  qui  peuvent  provoquer  des  coagula 
tions  inti'a vasculaires  :  nucléoalbumines,  venin  de  serpent,  colloïdes  de  syn- 
thèse. Uibliographic. 

N*  (».  —  Évolution  du  carbone  et  de  lazote  dans  le  monde  vi- 
vant (1899);  par  I*.  M.iZÉ,  liigtinieur-Agroiiome,  Dodcur  es 
science,  l*rt!paraleur  à  l'inslilul  Pasleur. 

Introduction.  —  Origines  du  carbone  organique.  —  Origines  de  l'azote  orga- 
nique. —  Dégradation  de  la  matière  organique. 

N»  7.  —  L'Irritabilité  dans  la  série  animale  (1900);  (tar  le 
D'  De.ms  CoLurvui;,  ancien  Inleriie  de>  liôpilau.\,  ancien  chef 
de  lahoraloire  à  la  Factillé  de  Médecine,  Lauréat  de  l'instiini. 

Historique.  —  .Morpliologie,  structure,  histologie  et  composition  cliimique 
de  la  matière  vivante.  —  Condirlions  de  l'irritabilité.  —  L'irritabilité  et  ses 
manifestations.  —  .Nature  de  l'irritabilité 

fio  8_  — La  Spéléologie  un  Science  des  cavernes  (1900);  par 
E.-A.  Mautel. 

Définition.  —  Historique.  —  Bibliographie.  —  Programme.  —  Origine  des 
cavernes.  —  .Mode  d'action  des  eaux  souterraines.  —  Circulation  des  eaux 
<Jans    l'intérieur  des    terrains    fissurés.  —    Les   abîmes.   L.'ur  origine.    —    Les 


-  \k  — 

rivières  souterraines.  Leur  pénétration.  —  F.,'issuc  des  rivières  souterraines. 
Les  sources.  Les  résurgences.  —  Contamination  des  rivières  souterraines.  — 
La  spéléologie  glaciaire.  —  Méicorologie  souterraine.  —  Glacières  naturelles. 
—  Helations  des  cavités  naturelles  avec  les  liions  métallifères.  —  Les  concré- 
tions. Stalactites  et  stalagmites.  —  Travaux  pratiques.  —  l'réliisloire.  Archéo- 
logie. Etlinograpliie.  Faune  et  flore  souterraines. 

N°  9.  —  L'Orientation  (rgoo);  par  le  IJ""  Pikkhk  Iîonmkr. 

Définition.  —  La  notion  d'espace.  —  Orientation  subjective.  Sens  des  atti- 
tudes segmentaires.  Sens  de  l'attitude  totale.  —  Rapports  de  rorienlation 
subjective  avec  la  motricité.  —  Happorls  de  l'orientation  subjective  avec  la 
sensibilité.  —  Orientation  lointaine.  —  Domaine  psychique  de  l'orientation. 

i\°  10.  —  L'Assimilation  chlorophyllienne  et  la  structure  des 
plantes  (1900);  par  Im).  (îkifko.n,  Iii;;éiiietir-Ai,M'oii()ine,  Doc- 
teur es  sciences. 

Introduction.  —  L'énergie  assimilatrice  et  sa  nature.  —  Plantes  représen- 
tant leur  structure  normale.  —  Plantes  dont  la  structure  a  été  modifiée  par  le 
milieu.  —  Structure  et  assimilation.  —  Conclusions. 

i\°  11.  —  L'Évolution  du  Pigment  (njon;  par  le   D'  (i.  13oh.>\ 

Agrégé  des  Sciences  naturelles,  Préparateur  à  la  Sorbonne. 

Introduction.  —  De  la  constitution  des  pigments  en  tant  que  substances 
chimiques  produites  par  les  granules  pignientaires.  —  Des  granules  pigmen- 
taires  en  tant  que  producteurs  des  pigments.  —  Etude  biologique  des  bac- 
téries chromogènes.  —  Etude  biologique  des  chloroleucites.  —  Elude  bi<j!u- 
gique  des  granules  pignientaires  des  animaux.  —  Apparition  des  granules 
pigmentaires  dans  les  organismes  animaux.  —  Migrations,  infections  et  conta- 
gions pignientaires.  —  Modifications  du  pigment  dans  les  organismes.  \'irages, 
atténuations  et  exaltations  pigmentaires.  —  Evolution  du  pigment  dans  les 
divers  groupes  du  régne  animal.  —  Harmonies  pigmentaires.  —  Conclusions. 

N°  \'2.  —  L'Hérédité  acquise,  ses  conséquences  liorticoles,  agri- 
coles et  niétlicales  (1901);  par  M.-J.  Costantin. 

Préface.  —  Etat  actuel  de  la  question.  —  Théorie  du  plasma  germinatif.  — 
Hérédité  dans  la  reproduction  asevuce.  —  Transformisme  expérimental  et 
agronomie.  —  Origine  et  [>r<)giès  de  la  sélection  artificielle.  —  Quelques- 
objections  à  l'action  du  milieu.  —  Malatlies.  Sélection  t;crmicalc. 

N"  13.  —  Les  Phénomènes  électriques  chez  les  êtres  vivants 
(1902);  [)ar  Malkick  Mendelssoii.n, 

Iiilroduiiiuii.  —  Historique.  —  Phciiumènes  éiectii(|ues  des  muscles  et  des 
nerfs.  —  Phénomènes  électriques  chez  l'homme.  —  Phénomènes  électriques' 
de  la  peau  et  des  glandes.  —  Phénomènes  électriques  des  centres  nerveux  et 
des  organes  des  sens.  —  Poissons  électriques.  —  Phénomènes  électriques- 
chez  les  végétaux.  —  Théorie  d'élcctrogenèsc  chez  les  èlies  vivants.  —  Consi- 
dérations générales.  1161e  des  phénomènes  électri(|ues  dans  les  manifestations 
de  la  vie. 

N  "  IV.  —  Mode  de  fonctionnement  économique  de  l'organisme 
(1902);  par  le  I)'"  A.  Imiîkkt,  Pruresseiir  à  la  Faciillé  de  Métie- 
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cilio  (le  ri  lii\i'isilc  de  .Moiil|it'llifr.  MciiiIm  <•  ii.n  .'vlKiiKhiiil  ilc 
rAcadcmic  de  Mcdeciiic. 

Cuiisiilériilions  gciU-rales.  —  Actes  iiiccuiiiiiucs  ^éiifr.iiix.  —  Les  iiiiiscIcâ 
yntagoiiistes.  —  Ailaplulimi  des  imisrles  à  un  foncliniiiiriiniii  i'<iiiioiiii(|ue.  — 
l.'éiiergcli(|iie  iiniiiiide  il'après  l'u-uvrc  de  (!'.liaii voiiii.  --   Coniliisinns. 

iN"*  Io-l().  —  Le  Leucocyte  et  ses  granulations  (iyo.>. );  |»;ir  le 
D'  (].  LKVAitiii,  (!li(d'dii  l,;il)Mi;it(»iit'  di'  liiicici  iologie  eld'aiia- 
loinit'  |»allioU)iJi:i(|ue  do  rhùpilal  IJiaiicovaiio  (  IJuohai'esl),  Lau- 
réat «le  l'Inslilut  (Acadéuiio  des  Sciences).  \\oc  une  [U'éraco 
par  le  |»i(d'essenr  Pail  Ehulicii,  Direcleiir  de  l'insliliit  de 
Tiiéia|)eulii|ue  expériiiieiilale  de  Fiancrorl-sui-ie-Meiii. 


Préface.  —  ('■éiiéralilés.  —  Mélliode  aiialylique.  La  iiiorijliolouje  cl  les 
réactions  colorantes  des  t,'raiiulations  leucocylaires.  —  Le>  espeLCs  leucocy- 
taires du  sang  et  des  or^iancs  liétiiatopoïéiii|nes.  (jloi)ules  blancs  jeunes 
(inyélociles  )  et  adultes.  Uelalions  entre  les  diverses  catéj;ories  de  leucocytes. 
—  Cytotsenèse  des  globules  blancs  granulés,  \ariutions  numériques  des  feu- 
cocytes  granulés  du  sang.  Leucocytose.  —  Kosinopliilie  liémaliqux?.  —  Kosino- 
philie  locale.  —  Considérations  générales  sur  les  autres  cellules  granulées 
(  neutropliiles,  Mastzcllen  ).  La  .MaslzelK-n-leucocylose.  —  Importance  des  gra- 
nulations leucocytaires.  Leur  caractère  spécifique. 

N"  17.  —  Les  Phénomènes  des  métamorphoses  internes  (1902); 
par  J.  A.\(ii.AS,  Ducleur  es  sciences. 

Introduction.  —  Transfornialion  et  métamorphose.  —  L'Iiistolysc  et  l'Iiisto- 
genése.  —  Eial  actuel  de  la  question.  —  Mécanisme  et  déterminisme  de  la 
métamorphose.  —  Histogenèse  précédée  d'une  histolyse  peu  considérable.  — 
Les  processus  de  l'Iiislolyse.  —  Les  caractères  de  l'histolyse.  —  Les  processus 
de  l'histogenèse.  —  Le  déterminisme  de  la  métamorphose. 

N°  18.  —  La  Purine  et  ses  dérivés  (1904);  par  le  I)'"  A.  .MoLNt-YUAi. 

Introduction.  —  Historique  des  bases  xanthiques.  —  .Méthodes  de  synthèse 
de  l'acide  urique.  —  Constitution  et  nomenclature  de  la  purine  et  de  ses  dé- 
rivés. —  Méthodes  de  synthèse  dans  la  série  purique.  —  Origine  et  lieu  de 
formation  des  bases  puriques  dans  l'organisme  animal.  Variations  physio- 
logiques et  pathologiques  des  bases  puriques.  Dosage  des  bases  puriques.  — 
Conclusions  et  mécanisme  de  formation  des  bases  puriques  dans  l'organime 
animal. 

(Septembre  iQiS.) 
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Histoire  des  Mathématiques,  par  Jacaucs  Rovr«    \,  i 
Jongure-s:   .yoo.  '  ^   "  ^'*^'^"-  ^  "'""'e  de  2:.6  pages,  ave 

Torpilles  et  Torpilleurs,  par  A.  Brillif    rn.,<in.»       i 

Volu„..-  de  .o',%ge«,  ^v'ec  /.S  a^iilVTpuXV-  TsT'"''"'"'  "^-'«• 

La  plaque  photograptiique(  gélatinobromure  d'ar-enfi    P  •      , 

J  inv.Ml.e    par  R.  CoLso.v.  Volume  de  V^^i4  pale,    afJ'.v  ^'■'^'^''  '"  ^"'''^*'^- 
chromo), il.ugrapliic  hors  texte;  1897.  ^'"^*  ''^  '  planche  «n 

La  Vinification  daDs  les  pavs  chanHc  /  h„a  ■      .  ■..     ■ 
chef  delà  statu.n  œnolog^'^e  d'Ak^'  V^  Ce  îà  !""''''^^'  ^''  ^-  ^"«^«^. 
et  ..uoibreux  tableaux;  ,900.  ^  "^  ''^  "'^  P-S^s  avec  62  figures 

L'Apiculture  par  les  méthodes  simples    nar  n     u 

\olu...e  de  338  pages,  avec  .02  lîgZs  e't  ?"lathësTS'    '"^-«--'"- 
Théorie  des    ions  et  rBlectrolvsP    n ,,-  a     u 

vn-..o  pages,  avec  .7  «'"e^rfg/^.^       '^^   "°'''^"^-    ^"   ^'^^''^^''-  \ol"'ne   de 

La  Mathématiqiie   P/u/o.oM/e,  ^-/..e.V/.e/^e,,;    uar  c    v    r 

Xolu.ne  de  yii-2.13  pages,  avec  5  figuics;  1907'  LAisANT.  2' édition. 

Mesure  des  températures  élevées    ru.-  11    r  .- V 

lège  de    l-Vance^  et   O.    Hotoo'.,  ;,7repameur  Y'r' ^"'  .^'"^f-^^-"'-  «"  Col- 
1-20  pages,  avec  52  figures;  ,900.  ''^P'^'^-'^e"''  a  la  Sorbonne.   Volume  de 

Opinions   et   curiosités  touchant   la    IMntï,^™  »■ 

les  Beuî-de-vi,  et  Liqueurs    „„•  ^     ,,  *"'"^  "»'■ 

'■1Slï'T?!,i?ri^=-"  P?;i^^-,V'«  ;^<;;;i^es  ,a.ei«es, ,..  r„„. 

'"  ^^7;^^^efr?™îîînCr'"^'"  -«^-.-P.  r«.c„„.  v„,u,„e 

.'«n   r.  lisuics;  ,899  '  '-""""""laiil  \Ai.LiEa.  \oi„me  lie  i-.iftgel, 

Équilibre  des  systèmes  cUmioues   un   J    vv.ii    j  .. 

^'-M-  pages  avec  .,3  (igur«  et  2  planches    ,908  ^'•'""'^'^'"'■^•*-   Volume  de 
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